Resolucao Matematica 12°

Resolugao - Geometria no espago

1.1. Através da equacao que define a reta BC', sabemos que o seu vetor diretor tem

coordenadas (2, 3,6).

Como o plano ABF ¢é perpendicular a reta BC, o vetor (2,3,6) é um vetor

normal do plano. Assim a equacao do plano é da forma: 2z + 3y + 6z +d = 0.

Como o ponto A pertence ao plano ABF', substituindo as coordenadas do ponto

A na equacao do plano, conseguimos determinar a constante d:

2 +3y+624+d=0 < 2x4+3x(-4)+6x(-3)+d=0 & d=22

Logo, ABF :2x+ 3y + 62+ 22 =0.

Opgao(A)

1.2. O ponto B tem a ordenada igual ao dobro da abcissa, logo o ponto B tem coor-

denadas (z, 2z, z) e pertence a reta BC.

Substituindo o ponto B na equacao vetorial da reta BC conseguimos determi-

nar as suas coordenadas:

( (

r=3+2k r =3+ 2k
y=5+3k kER & 2x=5+3k ,kER <

z =146k z =1+ 06k

\
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<9 2B3+2%)=5+3k ,keR e r=-1 ,keR &

( (
r=3+2x(-1) r=1

S y=5+3x(-1) ,keR ¢ y=2 ,keR
z=14+6x (1) z=-5

\ \
O ponto B tem coordenadas (1,2, —5).

Com as coordenadas dos pontos B (1,2, —5) e O(0,0,0) podemos calcular as

coordenadas do vetor Og € a sua norma

OB =B—-0=(1,2,-5) — (0,0,0) = (1,2, —5)

IOB|| =/T7+ 2+ (=5)” = V30

Sabendo as coordenadas dos pontos A (4, —4, —3) e O (0, 0, 0) podemos determinar

S
as coordenadas do vetor OA e a sua norma:

OA=A—0=(4,—4,-3)—(0,0,0) = (4, —4,—3)

|OA]] =2+ (=47 + (-3)% =VAI

Usando a féormula do angulo formado por dois vetores temos que:

—>/\ _ Ojoﬁ —>/\ _ (4-4,-3).(1,2,-5)
cos(OA O?) = BAxoE cos(OA O?) = &

VAL x V30
— - —
& cos(OA /\O?) = 4\/%5 = COS(OAAO?) = \/1121W &
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& AOB = cos_l( 1 ) & AOB ~ T72°

123

:

2024, 1* fase

2.1. Os vetores (1,—5,0) e (—1,5,0) nao sao vetores colineares com o vetor diretor da
reta F'C', por isso nem a opgao (A) nem a opgao (B) definem uma reta paralela a

reta F'C.

Como (5,1,=7) = —1 x (=5,—1,7), entao estes vetores sdo colineares por isso

ambas as retas definidas na opgoes (C) e (D) sao paralelas a reta F'C.

O ponto A pertence ao semieixo positivo Oy e OA = 4 logo tem coordenadas

(0,4,0).

Vamos verificar se o ponto A pertence a reta definida na opgao (C):

( /
0=-10+ 5k k=2
4=24+k ,keER < k=92 ,keR
0=14 -7k k=2
\

Concluimos que o ponto A pertence a reta definida na opgao (C).

Opcao(C)
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2.2. O ponto C' pertence ao plano x = 0 por isso tem coordendas (0,y, z) e pertence

a reta F'C. Substituindo o ponto C' na equagao vetorial da reta F'C' conseguimos

determinar as suas coordenadas:

(

0=—-5—-5k
y=2-—kF
2 =14+ 7k
\

L keR &

k=—1
y=2—(-1)

z=14+7x —1

\

O ponto C' tem coordenadas (0,3, 7).

L keER &

,keR

O ponto F' pertence ao plano zOy por isso tem coordendas (z,y,0) e pertence a

reta F'C'. Substituindo o ponto F' na equagao vetorial da reta F'C' conseguimos

determinar as suas coordenadas:

)
r=—5—>5k
y=2-—~F
0=14+ 7k
(

,keR &

r=-5—-5x -2

y=2-(-2)

=2

O ponto F' tem coordenadas (5,4,0).

,keR &

A superficie esférica que contém todos os vértices do cubo [ABCDEFGH] tem

didmetro [F'C], centro no ponto médio do segmento de reta [F'C] e raio igual a

Vamos determinar as coordenadas do ponto médio:

54+0 443
Mipey (32,452
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Mircy (3555 3)

Usando a formula da distancia entre dois pontos conseguimos calcular o didmetro

da superficie esférica:

d(FC)=+/(6—-02+(4—-3))2+0—-72=75

V75

Assim o raio da superficie esférica é igual a ¥3>.

A superficie esférica que contém todos os vértices do cubo [ABCDEFGH] tem

equacao:

2024, 2* fase

3.1.

O vetor (1,—3,5) é um vetor normal ao plano que contém a base do cone. Por

isso este vetor também é perpendicular a todos os planos paralelos a este.

Logo a equagao do plano paralelo ao plano que contém a base do cone é da

forma:

r4+2y+d=20

Como o ponto (1,—3,5) pertence ao plano, substituindo as coordenadas deste

ponto na equagao do plano, conseguimos determinar a constante d:
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3.2.

r+2y+d=0 & 14+2x(=-3)+d=0 & d=5

Uma equagao do plano paralelo ao plano que contém a base do cone é:

r+2y+5=0.

Opgao(C)

O ponto A pertence ao eixo Ox por isso tem coordendas (x,0,0) e pertence ao
plano que contém a base do cone. Substituindo o ponto A na equacao do plano
da base do cone conseguimos determinar x:

r+2x0-8=0&2x=38

O ponto A tem coordenadas (8,0,0).

O ponto B pertence ao eixo Oy por isso tem coordendas (0,y,0) e pertence ao
plano que contém a base do cone. Substituindo o ponto B na equacao do plano
da base do cone conseguimos determinar y:

04+2y—8=0&y=4

O ponto B tem coordenadas (0,4, 0).

Vamos determinar as coordenadas do ponto médio de [AB]:
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Vamos escrever a equagao vetorial da reta V M:

VM: (ZB,y,Z):(4,2,0)+k(1,2,0), keR

Como o ponto V' pertence a reta VM entao sabemos que as suas coordenadas sao

da forma (4 + k,2 + 2k, 0).

Sabendo que a abcissa do ponto V' tem menos uma unidade do que a sua or-

denada temos que:

A+k—-1=242ks k=3

As coordenadas do ponto V' sao (7,8,0).

2024, Epoca especial

4.1. A reta OD tem a mesma direcao da reta AC', por isso o seu vetor diretor tem de

ser colinear com o vetor diretor da reta AC.

Como o vetores (0,3, —4) e (0,4,3) ndo sao colineares entdao a Opgao(C) e a

Opcao(D) estao excluidas.

Os vetores (0,4,3) e (0, 2, %) sao colineres porque (0,4,3) = 2(0, 2, %)
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Vamos verificar se o ponto O (0,0, 0) pertence a reta definida na Opgao(A):

0=0 0=0

0=6+2k < qk=-3

— 3 _ 16
0=8+ 2k -

Como —3 # —13—6 entdo o ponto O(0,0,0) nao pertence a reta da Opgao(A),

logo esta opgao esté excluida.

Vamos confirmar que o ponto O (0,0,0) pertence a reta definida na Opgao(B):

0=20 0=0

0=—-44+2k < k=2

0=-3+3k k=2

\ \

Opcao(B)
4.2. Sabendo que OF = 12,5 entdo as coordenadas do ponto E sdo (0; 12,5; 0).

O vetor diretor da reta AC' tem coordenadas (0,4, 3) e é também um vetor normal

ao plano CBFE.

A equacao do plano C'BFE é da forma:

dy+324+d=0

Como o ponto E pertence ao plano C'BE, substituindo as coordenadas do ponto

E na equagao do plano, conseguimos determinar a constante d:
dy+324+d=0 & 4x12,5+3x0+d=0 & d=-50
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Uma equagao do plano CBE é: 4y + 3z — 50 = 0.

As coordenadas genéricas de um ponto P pertencente & reta AC sao:

P(10, 4k, 3k)

Como o ponto C pertence ao plano CBE (ponto de interse¢ao do plano CBE
com a reta AC'), substituindo as coordenadas do ponto genérico na equagao do

plano C'BE conseguimos calcular a constante k:

y+32—-50=0 & 4x4k+3x3k—-50=0 &

& 16E+9k —-50=0 & k:% &S k=2

Substituindo k& = 2 nas coordenadas genéricas do ponto conseguimos saber as

coordenadas do ponto C:

C(10,8,6)

2023, 1* fase

5.1.

A superficie esférica de diametro [AG| tem centro no ponto médio do segmento

de reta [AG] e raio igual a ?.

Vamos determinar as coordenadas do ponto médio:

A Raquel Explica-te 9



Resolucao

Matemética 12°

5.2.

Miac) (8, %,1)

Usando a formula da distancia entre dois pontos conseguimos calcular o raio da

superficie esférica:

AAC) = Ju— 12+ o— (B + (022 = /W =2

21
O raio da superficie esférica de diametro [AG] ¢ igual a Z = .

A superficie esférica de diametro [AG| tem equagao:
2 132 2 _ a4
(e=8)"+w-F)+(-1) =%

Opgao(A)

Sabendo as coordenadas do ponto GG e um vetor diretor da reta F'G, uma equagao

vetorial desta reta é:

GF: (z,y,2) = (12,2,2) + k(3,4,0), keR

) 9

O vetor diretor da reta E'L tem coordenadas (3,4, 0) e é também um vetor normal

ao plano AF'E.

A equacao do plano AFFE é da forma:

3r+4y+d=0

Como o ponto A pertence ao plano AFE, substituindo as coordenadas do ponto

A na equagao do plano, conseguimos determinar a constante d:
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3r+4dy+d=0 & 3x4+d=0 & d=-12

Uma equagao do plano AFE é: 3x +4y — 12 = 0.

As coordenadas genéricas de um ponto P pertencente a reta GF' sao:

P(12 4 3k, 2 + 4k, 2)

Como o ponto F pertence ao plano AFE (ponto de interse¢ao do plano AF'E com
a reta GF'), substituindo as coordenadas do ponto genérico na equagao do plano

AF'E conseguimos calcular a constante k:

312+ 3k) +4(£ +4k) —12=0 & 36+9k+26+16k—12=0 <

& 2k=-50 & k=-2 & k=-2

Substituindo £ = —2 nas coordenadas genéricas do ponto conseguimos saber

as coordenadas do ponto F:

2023, 2* fase

6.1.

O plano perpendicular ao eixo Ox é da forma x = constante.

Sabendo que o plano passa no ponto A de coordenadas (21/3,6,0), entdo tem
equacio igual a z = 2v/3.
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6.2.

Opcao(C)

Para sabermos a medida da base do triangulo [OBA] vamos calcular O A:

mz\/(zﬁ—0)2+(6—0)2+(0—0)2:4\/3

Vamos determinar a equagao do plano mediador de [OA]:

d(BO) =d(BA) & \/(x —0)2+ (y — 0)2+ (2 — 0)2 = \/(x—2\/§)2+(y—6)2+(z—0)2<:>
S 24P+ 22 =22 —4V3Br+ 12+ — 120+ 36+ 22 © 432+ 12y —48 = 0 &
e V3r+3y—12=0

As coordenadas genéricas de um ponto P pertencente & reta AB sao:

P(v/3k, 16 — 5k, 0)

Como o ponto B pertence ao plano mediador de [OA] (ponto de intersegao do
plano mediador de [OA] com a reta AB), substituindo as coordenadas do ponto

genérico na equagao do plano mediador de [OA] conseguimos calcular a constante

k:

V3 xV3k+3(16—5k) —12=0 & 4x3k+48—-15k—-12=0 &

& —12k+36=0 & k=3 & k=3

Substituindo £ = 3 nas coordenadas genéricas do ponto conseguimos saber as

coordenadas do ponto B:
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2023

7.1.

B(3v3,1,0)

O ponto médio do segmento de reta OA tem coordenadas (LS’J“O 610 0), ou seja,

y "9
Mo4 (V3,3,0).

Para sabermos a medida da altura do triangulo [OBA] vamos calcular BM:

BN = /(3V3 — V32 + (1-3)2+ (0 -0 =4

O volume do prisma ¢ igual a:

Vioascnm = Ajpap) X altura = 92XBM o OGP = W34 5 — 40,/3

. Epoca especial

Para que dois planos sejam perpendiculares o produto escalar dos seus vetores

normais tem de ser igual a zero.

(1,4,-3).(0,4,—3) # 0, logo ndo pode ser a opgao (A)

(3,4,1).(0,4,—3) # 0, logo nao pode ser a opgao (B)

Tanto a opgao (C) como a opgao (D) verificam esta condigao.
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7.2.

Vamos averiguar se o ponto de coordenadas (1,2, —1) pertence ao plano defi-

nido na opgao(C):

3x2+44x (=1)#8

Concluimos que o ponto (1,2, —1) nao pertence ao plano definido na opgao(D).

Vamos confirmar que o ponto de coordenadas (1,2, —1) pertence ao plano de-

finido na opgao(D):

1+3x244x(=1)=3

Concluimos que o ponto (1,2, —1) pertence ao plano definido na op¢ao(C).

Opgao(D)

O ponto A pertence ao eixo Oy por isso tem coordendas (0,y,0) e pertence ao
plano que contém a base do cone. Substituindo o ponto A na equacao do plano

da base do cone conseguimos determinar y:

dy—3x0=16&y=4

O ponto A tem coordenadas (0,4, 0).

Vamos escrever a equacao vetorial da reta V A:
VA: (z,y,2) =(0,4,0) + £(0,4,-3) , keR
O ponto V pertence ao eixo Oz por isso tem coordendas (0,0, z) e pertence a

reta V' A. Substituindo o ponto V' na equacao vetorial da reta VA conseguimos
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determinar z:

( ( 4
0=04+0
0=44+4k ,keR & F=_-1 ykeR & < ,keR
z = -3k z=-3x -1 z=23
\ \

O ponto V' tem coordenadas (0,0, 3).

Calculando a altura do cone:

Ad(VA)=/0+(4—-02+(0-32=v25=5

O volume do cone é igual a:

VamezéxAbaseXaltura:%><7r><32><5:‘§—57T:157T

2022, 1* fase

8.1. Como os vetores E e ﬁ formam um angulo de 90° entao o seu produto escalar

¢ igual a 0.
Opcao(B)

—
8.2. Vamos comecar por determinar as coordenadas do vetor BA:
e
BA=A-B=(-3,6,-2)

—
O vetor BA é um vetor normal ao plano ADFE por isso a equacgao deste plano é

da forma:
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ADE: —3x+6y—22+d=0

Como o ponto A pertence ao plano ADFE, substituindo as coordenadas do ponto

A na equacao do plano, conseguimos determinar a constante d:

—3r+6y—224+d=0 & -3x-246x5-2x04+d=0 & d=-36

Logo, ADE : —3x + 6y — 2z — 36 = 0.

As coordenadas genéricas de um ponto P pertencente & reta de equagao

(x,y,2) =(0,0,3) + k(1,—-1,—1), k € R sao:

P(k, —k,3 — k)

Como o ponto E pertence ao plano ADE (ponto de interse¢do do plano ADFE
com a reta acima), substituindo as coordenadas do ponto genérico na equagao do

plano ADFE conseguimos calcular a constante k:

—3r+6y—2:-36=0 & —3k—6k—23-k)—36=0 <
& —9k—6+2k—36=0 & —Thk=42 & k=—6

Substituindo & = —6 nas coordenadas genéricas do ponto conseguimos saber

as coordenadas do ponto E:

E(-6,6,9)

2022, 2* fase
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9.1.

9.2.

A base [GHIJKL] do prisma hexagonal é perpendicular ao eixo Oz, ou seja a

equagao do plano que contem esta base é da forma:

z=k, keR

Sabendo que o centro do prisma tem cota igual a 2 entao a cota de todos os
pontos pertencentes ao plano que define a base (GHIJK L| do prisma hexagonal

tém cota igual ao dobro de dois.

Assim vem que a equagao que define o plano que contém a face [GHIJKL] do

prisma é z = 4.
Opgao(B)

O vetor normal ao plano BC'J tem coordenadas (3, —v/3,0) e é também um vetor

normal ao plano LEF.

A equacao do plano LEF é da forma:

32z —V3y+d=0

Pela observacao da figura sabemos que plano C'F'G corta o prisma em duas me-

tades iguais por isso o ponto M, o centro do prisma, pertence a este plano.

O ponto F pertence ao eixo Oy e a sua ordenada ¢é igual & ordenada do ponto M,

assim F' tem coordenadas (O, %g’ O).
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Como o ponto F pertence ao plano LEF, substituindo as coordenadas do ponto

F' na equagao do plano, conseguimos determinar a constante d:
32 —V3y+d=0 & —3x0-V3x224+d=0 & d=2

Uma equacdo do plano LEF é: —3z — /3y +2=0.

2022, Epoca especial

10.

10.1. Para que a reta seja perpendicular & reta E'F o produto escalar do seu vetor di-

retor com o vetor diretor da reta E'F' tem de ser igual a 0.

Concluimos que s6 poderé ser a opgao(A) ou a op¢ao(C).
Vamos averiguar se o ponto E pertence a reta definida na opg¢ao(A):

(7,2,15) = (7,-3,3) + k(2,-3,0); keR <

( (

7T="T+2k k=0
©492=-3-3k; keR & k:_g
15 =3+ 0k 12=0

\ \
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10.2.

Concluimos que o ponto E nao pertence a reta definida na opgao(A).

Vamos averiguar se o ponto E pertence a reta definida na op¢ao(C):

(7,2,15) = (7,—10,3) + k(0,3,3); keR &

( (

©492=-10+3k; FeR S Jk=14

15 =3+ 3k k=4

\ \

Concluimos que o ponto E pertence a reta definida na opgao (C).

Opcao(C)

Através da condicao que define a reta E'F', sabemos que o seu vetor diretor tem

coordenadas (—3, —2,2).

Como o plano FGB é perpendicular a reta E'F, o vetor (—3,—2,2) é um ve-

tor normal do plano. Assim a equacao do plano é da forma: —3z—2y+2z+d = 0.

Como o ponto G pertence ao plano F'GB, substituindo as coordenadas do ponto

G na equagao do plano, conseguimos determinar a constante d:

—3r—-2y+224+4d=0 & -3x6—-2x104+2x134+d=0 & d=12

Logo, FGB: —3x —2y+2z+12=0.

Sabendo que o ponto B pertence ao eixo Oy, entao tem coordenadas (0,7, 0).
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Como o ponto B pertence ao plano F'GB, substituindo as coordenadas do ponto
B na equagao do plano conseguimos determinar a sua ordenada:

3x0—-2+2x0+12=0 < y=6

O ponto B tem coordenadas (0, 6,0).

O raio da superficie esférica ¢ igual a distancia entre os pontos F e G:

d(EG) = \/(T—6)2+ (2 — 10)2 + (15 — 13)2 = /69

A equacao da superficie esférica de centro no ponto B e que passa no ponto D é:

2?2+ (y — 6)? 4+ 2% = 69

2021, 1* fase

11.

11.1. A superficie esférica de centro no ponto R e que passa no ponto () tem raio igual

a R(Q). Vamos calcular a distancia entre os pontos R e Q:

A(RQ) = /(5= (=22 + (5~ P+ (-3 - 1) = VAT

A superficie esférica de centro no ponto R e que passa no ponto Q tem equagao:

(z+5)7°+(y—5)2+(z+3)2=41
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Opcao(C)

11.2. Um dos vetores normais ao plano perpendicular a reta RS é o vetor Iﬁ

PO=0Q—P=(-21,1)—(1,-1,2) = (-3,2, -1)

Assim a equagao do plano é da forma: —3x + 2y — 2z +d = 0.

Como o ponto P pertence ao plano, substituindo as coordenadas do ponto P

na equacao do plano, conseguimos determinar a constante d:

Br+2—24d=0 & —3x142x(-1)-2+d=0 & d=7

Uma equagao do plano perpendicular a reta RS e que passa no ponto P é

—3r+2y—z+7=0.

2021, 2* fase

12.

12.1. Sabendo que o plano « é perpendicular a reta BE entao o vetor normal ao plano

« tem de ser colinear com o vetor Bg.

O vetor normal ao plano da op¢ao A, de coordenadas (—1,6,2), é colinear com o
vetor ﬁ . Da mesma forma o vetor normal ao plano da opcao C, de coordenadas

(1, —6,—2) também é colinear com o vetor BE.

Como os vetores normais aos planos da opgoes B e D nao sao colineares com
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12.2.

o vetor Bg excluimos estas duas opgoes.

Vamos verificar se o ponto de coordenadas (1,0, 1) pertence ao plano da opgao A:
—x+6y+2:=0&—-140+2=0<1=0 (Nao pertence)

S6 pode ser a opgao C mas vamos confirmar que o ponto de coordenadas (1,0, 1)

pertence ao plano da opgao C:

r—06y—2:+1=014+0—-24+1=0<0=0 (Pertence)

Opcao(C)

Com as coordenadas do ponto E e do vetor BE conseguimos calcular as coorde-

nadas do ponto B:

BE=E-Be B=(-2,6,2) —(~1,6,2) & B =(—1,0,0)

Através da formula do volume da pirdmide vamos determinar a érea da base

quadrada da piramide:

Viapops = 224 & 20 = 22X o 4, = 10

Como A, = 10 entao aresta puse = d(AB) = /10.

Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo |[OAB|, vamos deter-

minar a distancia do ponto O ao ponto A:
=23+ & (V10?2 =124+ 3 (0A) & d*(0A) =9 & d(OA) = +/9 <
< d(OA) =3
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Ou seja o ponto A tem coordenadas (0,0,3).
Calculando as coordenadas do vetor f@ .
AB=B— A= (-1,0,0) - (0,0,3) = (—1,0, —3)

2021, Epoca especial

13.

13.1. O ponto A pertence ao plano ABC, substituindo na equacao do plano ABC os

valores da abcissa e cota podemos calcular o valor da ordenada do ponto A:

Jr+4y+42—-12=0 & 0+4y+0-12=0 & 2=3

O ponto A tem coordenadas (0, 3,0).

O ponto B também pertence ao plano ABC, substituindo na equagao do plano
ABC os valores da ordenada e cota podemos calcular o valor da abcissa do ponto

B:

v +4y+42—-12=0 & 324+04+0-12=0 & =4

O ponto B tem coordenadas (4,0, 0)

Pela observacao da figura, a altura do cilindro é igual a distancia entre os pontos

Ae B:
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d(AB) = /(0—4)2+(3-02+(0-02=v25=5

Viindro = Ay X h & 10r =7 x BO X AB < 10=BC x5 <
o BO'=2 & BO=+v2 & BCO=+v2, BC>0

13.2. O ponto do plano ABC' que se encontra mais proximo do ponto P é o pé da

perpendicular do ponto P com o plano ABC. Seja P’ este ponto.

Vamos comegar por determinar uma equagao vetorial da reta PP’

O vetor normal ao plano ABC tem coordenadas (3,4,4) e é um vetor diretor

da reta PP'.

Sabendo as coordenadas do ponto P e um vetor diretor da reta PP’, uma equacio

vetorial desta reta é:

(x,y,2) = (3,5,6) + k(3,4,4), keR

As coordenadas genéricas do ponto P’ pertencente a reta sao (3+3k, 5+4k, 6+4k).

Como o ponto P’ pertence ao plano ABC' (ponto de intersegao do plano ABC
com a reta PP’), substituindo as coordenadas do ponto P’ na equagao do plano

conseguimos calcular a constante k:
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3w 44y +42—12=0 < 3(3+3k) +4(5+4k) +4(6+4k) —12=0 &
& 94+ 9k+20+16k+24+16k—12=0 < 4lk=—41 & k=—1

Substituindo & = —1 nas coordenadas genéricas do ponto P’ conseguimos sa-
ber as coordenadas do ponto de intersecao do plano ABC com a reta PP’ o que

corresponde as coordenadas do ponto P’:

P'(0,1,2)

2020, 1* fase

14.

14.1.

14.2.

Através da condicao que define a reta AE, sabemos que o seu vetor diretor tem

coordenadas (3, —6,2).

Como o plano EFG é perpendicular a reta AFE, o vetor (3,—6,2) é um vetor

normal do plano. Assim a equacao do plano é da forma: 3z — 6y + 2z + d = 0.

Como o ponto G pertence ao plano AEG, substituindo as coordenadas do ponto

G na equagao do plano, conseguimos determinar a constante d:

3r—6y+22+4d=0 & 3x5H—-6%x34+2x6+d=0 & d=-9

Logo, AEG :3x —6y+22—9=0.

De acordo com a figura, o centro da superficie esférica que passa nos oito vértices

do cubo ¢é o centro do cubo que corresponde ao ponto médio da diagonal espacial
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do cubo.

Calculando o ponto médio da diagonal espacial do cubo:

Miag (6,2,5)

Calculando o diametro da superficie esférica:

d(AG) = \/(T=5)2+(1-3)2+(4—6)2=12=23

Determinando o raio da superficie esférica:

A equacao reduzida da superficie esférica que passa nos oito vértices do cubo é:

(z—6)*+(y—2)*+ (2 —5)?*=3

2020, 2* fase

15.

15.1. Sabendo as coordenadas dos pontos O (0,0,0) e B (0,2,4) podemos determinar as

coordenadas do vetor 3(3 e a sua norma:

A Raquel Explica-te
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15.2.

BO =0 — B =(0,0,0) — (0,2,4) = (0, —2, —4)

IBOI| =/07 + (=27 + (=47 =20

Com as coordenadas do vetor B g podemos calcular a sua norma:

BE = (2,2, -2)

IBE|| =27+ 2 + (-2 =v12

Usando a féormula do 4ngulo formado por dois vetores temos que:

cos( B?Aﬁ % & COSB? ﬁ 0}4)(53 2 & cos( %A@

OT/‘%S < cos( Bﬁ’\ﬁ :%40 & cos(@A@): \/;To & OBE ~ T75°

Vamos comegar por determinar as coordenadas do ponto E:
BE=E-Bo(2,2,-2)=E—(0,2,4) & E = (2,4,2)

Sabendo as coordenadas dos pontos O (0,0,0) e E (2,4, 2) podemos determinar as
coordenadas do vetor @

OF = E—0 = (2,4,2)

Como o plano « é perpendicular a reta OF, o vetor (2,4,2) é um vetor normal

do plano. Assim a equagao do plano é da forma: 2z 4+ 4y + 2z 4+ d = 0.
Pela observagao da figura sabemos que o ponto G tem coordenadas (0,2, 2).

Como o ponto G pertence ao plano «, substituindo as coordenadas do ponto

G na equagao do plano, conseguimos determinar a constante d:
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20 4+4y+224+d=0 & 2x0+4x24+2x24+d=0 & d=-12

Logo, a:2x+4y+2z—12=0.

Consideremos os pontos P, Q e R os pontos do plano « que pertencem aos ei-

xos coordenados x, y e z respectivamente:

P(z,0,0) Q(0,y,0) R(0,0, z)

O ponto P pertence ao plano «, substituindo na equagao do plano a os valores

da ordenada e cota podemos calcular o valor da abcissa do ponto P:

20+0+0-12=0 & =6

O ponto P tem coordenadas (6,0,0).

O ponto Q também pertence ao plano «, substituindo na equagao do plano «

os valores da abcissa e cota podemos calcular o valor da ordenada do ponto Q:

04+4y+0—-12=0 & y=3

O ponto Q tem coordenadas (0, 3,0)

O ponto R também pertence ao plano «, substituindo na equacgao do plano «

os valores da abcissa e cota podemos calcular o valor da ordenada do ponto R:

0+0+22-12=0 & 2=6

O ponto R tem coordenadas (0,0, 6)
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16.

Calculando o volume da piramide:

aYy>) 6x3
_ Apxaltura __ 5 xOR =5-%X6 54
Viorgr) = 3 - 3 =25 =3 =18

2020, Epoca especial

Tendo em conta que a base da piramide [ABCD] é um quadrado regular, entdao o ponto
médio de [AC] é o ponto central da base.

Calculando o ponto médio de [AC|:

Logo,

e
O vetor MV é um vetor perpendicular ao plano que contem a base da piramide.

Sabendo as coordenadas dos pontos M (1,0,1) e V (3, —1,2) podemos determinar as

—
coordenadas do vetor MV:

MV =V —M=(3,-1,2)—(1,0,1) = (2,-1,1)

Assim a equacao do plano é da forma : 2z —y+ 2+ d = 0.
Como o ponto A pertence ao plano que contem a base da piramide, substituindo

as coordenadas do ponto A na equacao do plano conseguimos calcular a constante d:

2x2—1x14+1x04+d=0&d=-3
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Uma das equacoes do plano que contem a base da piramide é: 2x —y + 2 — 3 = 0.

2019, 1* fase, caderno 1

17.

17.1. O ponto A pertence ao eixo Oz por isso tem coordenadas (x,0,0) e pertence
ao plano ABC', substituindo as coordenadas do ponto A na equacao do plano

conseguimos calcular x:

3x+4><0—12=0<i)x:1—32@x:4

Assim temos que A(4,0,0).

De acordo com a figura 2 o ponto B pertence ao eixo Oy por isso tem coor-

denadas (0, y,0), sabendo as coordenadas do ponto C temos que B(0, 3,0).

Sabendo as coordenadas dos pontos A (4,0,0) e B (0,3,0) podemos determinar

a distancia AB:

AB=/(4—02+(0—-32+(0-02=y16+9=5

Sabendo as coordenadas dos pontos G (6,11,0) e B (0, 3,0) podemos determinar
a distancia GB:

GB =/(6—0)2+ (11 —3)2+ (0 — 0)2 =/36 + 64 = 10

Pelas coordenadas do vértice C sabemos que a altura do paralelepipedo [ABCDEFGH |

é igual a 6.

Calculando o volume do paralelepipedo [ABCDEFGH] vem que:
Viapeperar) = Ajapam X altura =5 x 10 x 6 = 300
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17.2.

Sabendo as coordenadas do ponto P e um vetor diretor da reta r, uma equacao

vetorial da reta r é:
(x,y,2) = (1,-4,3) + k(3,4,0), keR

As coordenadas genéricas do ponto Q pertencente a reta r sao (1+3k, —4+4k, 3).

Como o ponto Q pertence ao plano ABC' (ponto de interse¢ao do plano ABC
com a reta r), substituindo as coordenadas do ponto () na equagdo do plano con-

seguimos calcular a constante k:

3w +4y—12=0 < 3(1+3k) +4(—4+4k) —12=0 <
& 349k—16+16k—12=0 < 25k=25 < k=1

Substituindo £ = 1 nas coordenadas genéricas do ponto () conseguimos saber

as coordenadas do ponto de interse¢ao do plano ABC' com a reta r: (4,0, 3).

2019, 2* fase, caderno 1

18.

18.1.

Através da equagao do plano a, sabemos que um vetor normal a este plano tem

coordenadas (2,3, —1).

Como o plano é paralelo ao plano «, o vetor (2,3, —1) é também um vetor normal

do plano. Assim a equacgao do plano é da forma: 2x + 3y — 2z +d = 0.

Sabendo que a ordenada do ponto A é igual a 4, as suas coordenadas sao (x,4,z).
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18.2.

Como o ponto A pertence a reta r, substituindo na equagao da reta r o valor
da sua ordenada conseguimos calcular os valores da abcissa e da cota do ponto A

através do seguinte sistema:

/ 4 (
r=1 - .
(,4,2) =(1,2,1) + k(0,1,5) ©4=24k ©k=2 <
z =1+ 5k N z=11

\ \ \

Assim, o ponto A tem coordenadas (1,4,11).

Substituindo as coordenadas do ponto A na equacao do plano, conseguimos de-

terminar a constante d:
20 +3y —24+4d=0 & 24+12—-114d=0 & d= -3

Logo, o plano tem equagao 2x + 3y — z — 3 = 0.

As coordenadas genéricas do ponto G pertencente a reta r sdo (1,2 + k, 1 + 5k).

Como o ponto G pertence ao plano « (ponto de interse¢ao do plano o com a
reta r), substituindo as coordenadas do ponto G na equagao do plano consegui-

mos calcular a constante k:

2e+3y—2—-3=0 < 24+32+k) —(145k)—3=0 <
& 2464+3k—-1-5k—-3=0 & 2k=—-4 & k=2

Substituindo k& = 2 nas coordenadas genéricas do ponto G conseguimos saber

as coordenadas do ponto de intersecao do plano a com a reta r:

P(1,4,11)
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2019, Epoca especial, caderno 1

19. Para calcular a area lateral do prisma precisamos de saber as coordenadas do ponto P.

Sabendo as coordenadas do ponto S e um vetor diretor da reta PS, uma equacgao

vetorial da reta PS é:

(z,y,2) = (14,5,0) + k(2,3,—1), keR

Logo as coordenadas genéricas do ponto P sao (14 + 2k,5 + 3k, —k).

Como o ponto P pertence ao plano PQR, substituindo as coordenadas do ponto P

na equacao do plano conseguimos calcular a constante k:

2 +3y—2—15=0 < 2(14+2k) +3(G+3k) — (k) —15=0 <

& 284+4k+15+9% +k—-15=0 & 14k =-28 & k::—% & k=-2

Logo as coordenadas do ponto P sao (10, —1,2).

Com as coordenadas dos pontos S e P podemos calcular as coordenadas do vetor

Sﬁ € a sua norma:

SP=P—5=(10,-1,2) — (14,5,0) = (4, —6,2)

ISP|| =v/(=2)7 + (—6)2 + 22 =v/36

A area lateral do prisma é igual a:

Apgteral = SP x PQ x 6 =v/56 x 4 x 6 ~ 179, 6
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20.

21.

2018, 1* fase, caderno 1

Através da condigao que define a reta r, sabemos que o seu vetor diretor tem coorde-

nadas (4,1, —2).

Como o plano é perpendicular a reta r, o vetor (4,1, —2) é um vetor normal do plano.

Assim a equagao do plano é da forma: 4z +y — 2z +d = 0.

Como o ponto P pertence & superficie esférica, substituindo na equacao da superfi-
cie esférica os valores da abcissa e ordenada podemos calcular o valor da cota do ponto
P:

=1+ @y—-2°+(=+1)’=10 & (1-1)*+B-2°+(z+1)’=10+

& (241P2=9 & 2+41=4/9 & 2=43-1 & z=—4, porque o ponto P
tem cota negativa

Assim, o ponto P tem coordenadas (1,3, —4).

Substituindo as coordenadas do ponto P na equagao do plano, conseguimos determinar

a constante d:
dr+y—224+d=0 & 4+3+8+d=0 & d=-15

Logo, a:4dx+y—22—15=0.

2018, 2* fase, caderno 1

Sabemos que o ponto P tem coordenadas (1,1,1).
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O ponto O é a origem do referencial por isso tem coordenadas (0,0,0).

Calculando as coordenadas do vetor O? :

OP=P—0=(1,1,1) — (0,0,0) = (1,1,1)

Calculando as coordenadas do vetor :
— 20P = —2(1,1,1) = (~2, -2, -2)
Como Q = P+ U, vem que:

Q=(1,1,1)+(-2,-2,-2)=(-1,—-1,-1)

O ponto Q é o simétrico do ponto P em relacao a origem do referencial. Como o ponto

P pertence a superficie esférica entdao [PQ| é o diametro da superficie esférica.

2018, Epoca especial, caderno 1

22.

22.1. O ponto T pertence ao eixo Oz logo tem abcissa e ordenada nulas e como pertence
ao plano z = 3 as suas coordenadas sao (0,0,3). Como o ponto T’ é o simétrico

do ponto T relativamente a origem do referencial tem coordenadas (0,0, —3).

A superficie esférica tem diametro [TT’] que é igual a 6, assim temos que o raio

é igual a 3.

O centro da superficie esférica corresponde a origem do referencial (0,0,0) que é

o ponto médio do didmetro [TT’]. A equacao da superficie esférica é:
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(—02+@wy—-0>2+(2-02%=3 & 22+¢y*+22=9

22.2. O ponto Q pertence ao eixo Oy por isso tem abcissa e cota nulas.

Como o ponto Q pertence ao plano PQV, substituindo na equacao do plano PQV

o valor da abcissa podemos calcular o valor da ordenada do ponto Q:
r+y=2 & 0+ty=2 & y=2

Assim o ponto Q tem coordenadas (0, 2,0) e ja sabemos que o ponto T tem coor-

denadas (0,0, 3).

Vamos calcular o vetor diretor da reta TQ:

TO=Q—T=(0,2,0) — (0,0,3) = (0,2, —3)

Uma condicao cartesiana que define a reta TQ é:

8
I
o
>
N
I

N3
I
w
8
I
=)
>
N
I
w
&

w

2017, 1* fase, grupo II

23.

23.1. De acordo com a figura 5 o ponto A pertence ao plano xOy, por isso tem cota

nula e a sua ordenada ¢ igual & ordenada do ponto D, ou seja, é igual 4.

Como o ponto A pertence ao plano ACG, substituindo na equagao do plano ACG

os valores da ordenada e cota podemos calcular o valor da abcissa do ponto A:

r+y—2—-6=0 & 24+4-0-6=0 & =2
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Logo o vértice A tem abcissa igual a 2.

23.2. Vamos escrever a equacao do plano ACG em ordem a z:

r+y—2—6=0 & z=0x4+y—=06

Susbstituindo a variavel z no sistema de equagoes que define a reta r vem que:

7

r—1=z r—1=x4+y—6 r—r—y=—-6+1
4 ~ ~
k1—y:z l-y=2+y-6 |- ———
.
—y=-5
=4
-
y=3 y=>5 y=2>5 y=>5
54 ~ -~ 54
- — = 1-5=2+5-6 1-5-5+6==x rT=-3

Como o ponto de intersecao da reta r com o plano ACG pertence ao plano ACG,
substituindo na equagcao do plano ACG os valores da abcissa e ordenada podemos
calcular o valor da cota do ponto:

r+y—2—-6=0 & -3+5—-2—-6=0 & z=-4

As coordenadas do ponto de intersecgao da reta r com o plano ACG sao (—3,5, —4).

2017, 2° fase, grupo II

24.
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24.1.

24.2.

De acordo com a figura 6, a sec¢ao produzida no cilindro pelo plano de equacao
x = 1, corresponde ao retagulo cujos lados s@o a altura do cilindro (igual a 3) e o

didmetro da base do cilindro (igual a 2).
Aret&ngulo:CXl:3X2:6

Pela observagao da figura 6, sabemos que o ponto C tem coordenadas (1,2, 3).

Com as coordenadas dos pontos C e B podemos calcular as coordenadas do vetor

CB:

CB=B—-C=(1,3,0)—(1,2,3) = (0,1, -3)

Uma condicao cartesiana que define a reta CB é:

_ -3 _ 2-0 _ _ =z
r=1ANP =2 e r=1Ny—-3=—3

O ponto de interseccao da reta BC com o plano xOz tem ordenada nula, logo tem

coordenadas (1,0, z).

Substituindo y = 0 na condi¢ao que define a reta, podemos determinar o valor da

cota do ponto de intersecao:

r=1ANy—-3=-% & 2=1N0-3=-% & v=1Az2=9

As coordenadas do ponto de intersegao da reta BC com o plano xOz sao (1,0,9).

2017, Epoca especial, grupo 11

25.
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25.1.

25.2.

25.3.

O ponto A tem cota 1, ou seja, a distancia do ponto A ao plano xOy é igual a 1,

assim a superficie esférica de centro em A e tangente ao plano xOy tem raio 1.

A equagao da superficie esférica de centro em A e tangente ao plano xOy é:

(x—(-1))P+y-12+E-12=12 & (+1)2+@w-1>2+(z-1)?%=1

De acordo com a figura 7, sabemos que o ponto V tem abcissa igual a -2 e orde-

nada igual a 2.

Como o ponto V pertence ao plano BCV, substituindo na equacao do plano BCV

o valor da ordenada podemos calcular o valor da cota do ponto V:

3y+2—10=0 & 3x24+2-10=0 & z=4
Logo o vértice V tem coordenadas (—2,2,4).

Vamos comegar por determinar uma equagao do plano a.

O plano « é perpendicular a reta AC entao z@ ¢ um vetor normal a este plano:

AC =C - A=(-3,3,1)— (—1,1,1) = (~2,2,0)

Logo, a: —2x+2y+d=20

Substituindo as coordenadas do ponto P (que pertence ao plano «) na equagao

do plano «, conseguimos determinar a constante d:

—2x142%x(-2)+d=0 & —2-4+d=0 < d=6

Assim vem que, a: —2x+2y+6=0 < a:—xr+y+3=0.

A Raquel Explica-te 39



Resolucao

Matemética 12°

Resolvendo o sistema de equagoes em ordem & varidvel comum nas equagoes dos

dois planos (variavel y) temos:

—r4+y+3=0 y=x—3 y=x—3
= =

3y+2—10=0 3y =10—z y:%

As equagoes cartesianas da reta que corresponde a intersecgao dos planos a e

BCV sao da forma:

10—z

Ou seja, a reta passa no ponto (3,0, 10) e tem vetor diretor (1,1, —3).

Uma equagao vetorial desta reta é:

(,y,2) = (3,0,10) + k(1,1,-3), keR

2016, 1* fase, grupo II

26.

26.1.

O vetor normal do plano « é um vetor diretor da reta perpendicular a este plano.

Logo o vetor diretor da reta tem coordenadas (3,2,4).

Uma equacdo vetorial da reta que tem vetor diretor de coordenadas (3,2,4) e

passa no ponto C é:
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(x,y,2) = (2,1,4) + k(3,2,4), keR

26.2. Vamos comegar por escrever as equagoes cartesianas da reta OD.

O vetor diretor da reta OD é:

OD =D —0=(4,2,2) — (0,0,0) = (4,2,2)

As equacoes cartesianas desta reta OD sao da forma:

x—0 y—0 _ 2—0
4 2 2 =

8
Il
SIS
I
ol

Para calcular as coordenadas do ponto de interseccao da reta OD com o plano «

temos de resolver o sistema de equagoes:

( ¢ ¢
3r+2y+42—-12=0 3r+2y+42—-12=0 IX2y+2y+4y—12=20
%:% <:> x:2y @ ———————————
kgz% \Z:y .
( (
12y =12 y=1
- ——— z=1
\ \

O plano «a e a reta OD intersectam-se no ponto de coordenadas (2,1, 1).

2016, 2* fase, grupo II
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27.

27.1.

27.2.

Como o ponto F pertence ao plano OFB, substituindo na equacao do plano OFB

os valores da abcissa e ordenada podemos calcular o valor da cota do ponto F:

3r+3y—2=0 & 0+3x2—-—2=0 & 2z2=6

Logo o vértice F tem cota igual a 6.
De acordo com a figura 8, o ponto D tem coordenadas (—2,0,6).

O vetor de coordenadas (3,3, —1) é um vetor normal do plano OFB bem como de

todos os planos paralelos a este plano.
Assim, uma equacao do plano paralelo ao plano OFB é da forma: 3x+3y—z+d =0

Substituindo as coordenadas do ponto D na equagao do plano, conseguimos de-

terminar a constante d:

3t+3y—2+d=0 & 3x(-2)+0-6+d=0 & d=12

Assim, uma equacao do plano paralelo ao plano OFB que passa no ponto D é:

3r+3y—2+12=0

Pela observagao da figura 8, sabemos que o ponto B tem coordenadas (—2,2,0).

Com as coordenadas dos pontos B e O (origem do referencial) podemos calcu-

lar as coordenadas do vetor @ :
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OB =B —0 = (-2,2,0) — (0,0,0) = (—2,2,0)

Uma condicao cartesiana que define a reta OB é:

z—0 _ y—=0 — _
TQ—TAZ—O =

M
I
IS
>
N
I

(@]

2016, Epoca especial, grupo 11

28.

28.1. O vetor de coordenadas (1,—2,1) é um vetor normal do plano a bem como de

todos os planos paralelos a este plano.

Assim, uma equacao do plano paralelo ao plano « é da forma: v —2y+z2+4+d =0

Substituindo as coordenadas do ponto A na equacao do plano, conseguimos de-

terminar a constante d:
r—=2y+2+d=0 & 0+0+2+d=0 & d= -2
Assim, uma equacao do plano paralelo ao plano o que passa no ponto A é:

r—2y+2—-—2=0

28.2. Vamos comecar por determinar a distancia entre A e B:

d(AB) =v/(4 = 0)2+ (0 — 0)2+ (0 — 2)2 =v/20 = 2V/5
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O segmento de reta [AB] é um didmetro da superficie esférica logo o raio é:

O centro da superficie esférica é ponto médio do segmento de reta [AB]:

C= (54,50, 29 = (2,0,1)

Uma equagao cartesiana que define a superficie esférica da qual o segmento de
reta [AB| é um diametro é:

(z—224+y—-0>2+(-12=05)? & (r—-22+y*+(2—-1)>=5

2015, 1* fase, grupo 11

29.

29.1. O vértice V coincide com o centro geométrico da face [URST| do cubo, ou seja, o

vértice V tem de coordendas (1,1,z2), z € R.

Como o ponto V pertence ao plano PQV, substituindo na equacao do plano PQV

o valor da abcissa podemos calcular o valor da cota do ponto V:

br+2—-12=0 & 6x14+2—-12=0 & z2=6

Logo o vértice V tem coordenadas (1,1, 6).

29.2. O vetor O‘fl ¢ um vetor normal do plano perpendicular a reta OR.
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Com as coordenadas dos pontos O (origem do referencial) e R podemos calcu-

lar as coordenadas do vetor @:

OR=R—0=(222)—(0,0,0) = (2,2,2)

Assim, uma equacao do plano perpendicular & reta OR é da forma:

20 +2y+22+d=0

Substituindo as coordenadas do ponto P na equacao do plano, conseguimos de-

terminar a constante d:

20 +2y+224d=0 & 2x2404+04+4d=0 & d=—4

Assim, uma equacgao do plano perpendicular & reta OR que passa no ponto P é:

20+ 2y+22—-4=0 & z4+y+2—-2=0

2015, 2* fase, grupo II

30.

30.1.

O vetor (2,—1,1) é um vetor normal do plano .

Como a reta OP é perpendicular ao plano 3 entao o vetor O? e o vetor nor-

mal do plano (2,—1,1) s@o colineares:

OP = k(2,-1,1), keR

Com as coordenadas dos pontos O (origem do referencial) e P podemos calcular

as coordenadas do vetor O?:
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30.2.

OP = P—0=(=2,1,3a) — (0,0,0) = (—2,1,3a)

Logo temos que:

OP = k(2,~1,1) & (—2,1,3a) = k(2,—1,1) & —2=2k A 1= —k A

AN 3a=k & k=-1ag=—

Wl

Seja T o ponto de tangéncia do plano S com a superficie esférica.

Sabendo as coordenadas do ponto O e um vetor diretor da reta OT' (vetor normal

ao plano f3), uma equagao vetorial da reta OT é:

(z,y,2) =(0,0,0) + k(2,—1,1), keR

As coordenadas genéricas do ponto P pertencente a reta OT sao (2k, —k, k).

Como o ponto T pertence ao plano S (ponto de intersegdo do plano S com a
reta OT'), substituindo as coordenadas do ponto P na equagao do plano consegui-

mos calcular a constante k:

20 —y+2—-4=0 & 22k)—(-k)+k—-4=0 & dk+k+k=0%

& k=4 & k=2

Substituindo £ = % nas coordenadas genéricas do ponto P conseguimos saber

as coordenadas do ponto de intersecao do plano [ com a reta OT"

Fazendo a distancia entre o ponto O e o ponto T, conseguimos calcular o raio da

superficie esférica:

407) =0 - 3+ 0- (=) + (03
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Uma equagao cartesiana que define a superficie esférica de centro na origem do

referencial e que é tangente ao plano [ é:

(=0 + =07+ (2-07=(F) & >+’ +22=%

2015, Epoca especial, grupo 11
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