Resolugao - Concavidades e Pontos de inflexao Matemaética 12°

Resolugao - Concavidades e Pontos de inflexao

1. Vamos comecar por determinar a expressao algébrica da segunda derivada da fungao g:
g"(z) = (cos (2x) + 2sinzx) = —2sin (2x) 4+ 2cosx = —4sinz cosx + 2 cos
Os pontos de inflexao de g correspondem aos zeros da segunda derivada, logo temos que:
¢"(r) =0< —4sinzcosz +2cosz =0 < cosx(—4sinz +2) =0 &

<:>cos:v:0VSinx:%@x:§+kWVx:%+2k7r\/x:%”—i-2k7r, kelZ

Para k =0, a::ggé}—g,%[\/x:%e}_g,g[\/x:u”_ﬂ }_%’%[
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Logo, ¢”(x) tem um zero em x = % no intervalo | — 7,2/

g"(0) = —4sin0cos0+2cos0 =2 >0

g”(%) :—4sin§008§+2608§:—2+\/§<0

De modo a sabermos o intervalo em que o gréifico de g tem concavidade voltada para

baixo e concavidade voltada para cima, vamos construir um quadro de sinal:
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e -5 | F] |3
g"(z) |nd. [+ | 0 | - | nd
g(z) |nd. | — | PL |~ |nd

O gréafico de g tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [%,g[ e tem a

concavidade voltada para cima no intervalo } -7, %}

A abcissa do ponto de inflexao do grafico de g ¢ igual a .

2024, 2* fase

Vamos comegar por determinar a expressao algébrica da segunda derivada da fungao f:

= 2% 4 (=2z)e! " (—22) = —2e' 7 + 4a%e! T =

P'(2) = (~20e12"Y =
= 61—902(_2 + 42?)

Os pontos de inflexao de f correspondem aos zeros da segunda derivada, logo temos que:

f”(l’) =0« 61_x2<_2 + 4.1‘2) =0« 61—1‘2 =0 (cond. impossivel) vV =2+ da* =0 &

(:)4x2:2(:)$:i\/g(:)x:—‘/7§\/x:%§

De modo a sabermos o intervalo em que o grafico de f tem concavidade voltada para

baixo e concavidade voltada para cima, vamos construir um quadro de sinal:
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x —00 —*/75 \/75 +00
1" (z) + 0 - 0 +

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [— xz, } e tem a

concavidade voltada para cima no intervalo } — 00, —\/75] U [\/75, —+00 [

As abcissas dos pontos de inflexdao do grafico de f sao —‘/75 e ‘/75

2023, 1* fase
3. Vamos comecar por determinar a expressao algébrica da segunda derivada da funcao
g no intervalo |0, 7|:

g"(z) = (:E+2C082x)/ =1+4+2x2cosx X (—sinz) =1—2x2cosxsinx = 1—2sin (2z)

Os pontos de inflexao de g correspondem aos zeros da segunda derivada, logo temos que:

g//(x) =0&1 —28111(2,1‘) :O@SIH(Z,]:) — % o

S2x=%+2kr V 2x=7m—-%+2kr, k€EL &

_ m __ om
<:>£L’—ﬁ+k'ﬂ' \% SL’—E—FI{ZTF, kelZ

Para k=0, 2 =% 0,7 V z=22 €]0,n|
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Parak=1, 2= ¢ 0,7 V o= ¢]0,7|

Para k= -1, v =-4% ¢10,n] V z=-22¢10,7]

" : _ __ om :
Logo, ¢"(x) tem dois zeros em z = {5 e x = <7 no intervalo |0, [.

g"(&)=1-2sin(3) <0

g"(%2)=1—2sin7 >0

De modo a sabermos o intervalo em que o gréafico de g tem concavidade voltada para

baixo e concavidade voltada para cima, vamos construir um quadro de sinal:

¢d"(z) jnd. | + | 0 | - | 0 |+ |nd

g(z) |nd. | — | PL | ~|PL|—|nd

O grafico de g tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [%, ?—g[ e tem a

concavidade voltada para cima no intervalo ]O, 1—”2} U [51’—’2', s [

5

As abcissas dos pontos de inflexao do grafico de g sao 5 e 5.
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2022, 2* fase

4. Vamos comegcar por determinar a expressao algébrica da segunda derivada da funcao

g:

(1—6395)/ _ (1=3e3")zx—(x—€®*) _ z—3xedT—z4e3* ¥ (=3a+1)
x - 2 - 72 — P

9" (x) =

Os pontos de inflexao de g correspondem aos zeros da segunda derivada, logo temos que:

¢'(x) =0 3D g 3324 1) =0 A 22 £0 <

72

ﬁegxzocond.impossivel V =3z+1=0 A $7é0<:>$: A ZL’%O

1
3

1
e?*1 (—3>< §+1)

(1)

g//(l) _ esxl(_132><1+1) <0

9"(3) = >0

De modo a sabermos o intervalo em que o gréifico de g tem concavidade voltada para

baixo e concavidade voltada para cima, vamos construir um quadro de sinal:

(@]
Wl
_|_
8

g"(z) [nd. | + ] 0 -

g(x) | nd. | — | P.L ~
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O grafico de ¢g tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [%,+oo[ e tem
a concavidade voltada para cima no intervalo }O, %}

A abcissa do ponto de inflexao do grafico de g é %

2022, Epoca especial

5. Vamos comecar por determinar a expressao algébrica da segunda derivada da funcao f:

/ 1 z—1(2+Inz) _o_ 1
f/(ZL') — (2+ina:) — i :£2 T — 1 2x2ln:c _ 1x2lna:

Os pontos de inflexdo correspondem aos zeros da segunda derivada, logo temos que:
ffla)y=0 & =522 =0 & —1-lnz=0 A2?#0 &

& hr=-1 AN2#0 & z=¢! N2 #£0 & x:% ANz #0

Logo, f”(x) tem um zero em x = I no intervalo ]0, 4+00].

f//(1> — —11—21n1 ——1<0

frE) =t = L C L ets

De modo a sabermos o intervalo em que o grafico de f tem concavidade voltada para

baixo e concavidade voltada para cima, vamos construir um quadro de sinal:
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f'(z) |nd. | +] 0O -
fx) |nd | — |PL| ~

O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo no intervalo E, +oo[ e tem a

concavidade voltada para cima no intervalo ] — 00, %] .

O ponto de inflexao da fungao f tem abcissa igual a %

2020, 2* fase

6. Vamos comecar por determinar a expressao algébrica da primeira derivada da funcao g:

g'(z) = (4 cos (2z) — cos x), = —1sin(2z) +sinz

Calculando a expressao algébrica da segunda derivada da funcao g:

¢"(z) = (— isin(2z) + sin x)l = —cos (2x) + cosx

Os pontos de inflexao correspondem aos zeros da segunda derivada, logo temos que:
§"(x) =0 & —cos(2z)+cosz =0 & cos(2z) =cosz <

& 2r=x+4+2kr V 2r=—2x+2kn kel &
S v=2kn V 3x=2kn k€l & x=2kr V xz%T”,kGZ

A Raquel Explica-te 7



Resolugao - Concavidades e Pontos de inflexao Matemaética 12°

Para k= -1, v =-2r ¢0,n[ V o =-% ¢]0,7]
Parak =0, =0 ¢]0,7[
Parak=1, z=2r ¢]0,7[ V 2 =2 €]0,n]

Parak =2, v =41 ¢ 0,7 V 2= ¢]0,7]

Logo, ¢ (x) tem um zero em z = 2 no intervalo 0, 7.

g"(3) =—cos(2x Z) +cosE=—cosm+cosT=—(—-1)+0=1>0

g”(‘%ﬂ) :—cos(2>< %)+Cos%:—cos3§+cos(7r—§) :—cos%’—cosﬁz

De modo a sabermos o intervalo em que o gréafico de g tem concavidade voltada para

baixo e concavidade voltada para cima, vamos construir um quadro de sinal:

g"(z) |nd| + | 0 | - |nd

g(z) |nd | — | PI|~ | nd

O grafico de g tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [%’r,ﬁ[ e tem a

concavidade voltada para cima no intervalo ]O, %’r] .
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g(%”):}lcos(Qx%ﬁ)—cos%’r:}lcos%”—cos%’r:}lcos(w—i—g)—cos(ﬂ—g):
—_1 T (_— Ty — _1 ™ m__1. 1, 1__ _1,1_3

= —zco87 —(—cosg)=—gcosf +cosy=—3X5+5=—5+5=3

A func@o g tem um ponto de inflexdo de coordenadas (%ﬂ, %)

2019, 2* fase, caderno 2

7. Vamos comecar por determinar a expressao algébrica da primeira derivada da funcao f:

f'(z) = (2* +6lnz) =322 + ¢

Calculando a expressao algébrica da segunda derivada da funcao f:
f(x) = (32* + g)’ = 6z — x% =6(z — %)
Os pontos de inflexao correspondem aos zeros da segunda derivada, logo temos que:
ff2)=0 & 6(z—5)=0 & 2—5=0A22#0 &

Sr=5A2#£0 & *=1A2#£0 & z=1Az#0

Logo, f”(x) tem um zero em x = 1.
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f/f(%):g_(G)ng_ =3—-24=-21<0

NI N

f'2)=6x2-5£=12-8=12-4=2>90

De modo a sabermos o intervalo em que o grafico de f tem concavidade voltada para

baixo e concavidade voltada para cima, vamos construir um quadro de sinal:

x 0 1 400
f(x) [nd| - | O +
f(z) | nd| ~ | PL —

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo no intervalo ]0, 1] e tem a conca-

vidade voltada para cima no intervalo [1, 4+o0].

f)=1¥+6Inl=1+0=1

A fungao f tem um ponto de inflexdo de coordenadas (1, 1).

2018, Epoca especial, caderno 2

8. De acordo com a figura 1 podemos construir o quadro de sinal da segunda derivada da

funcao f:
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10.

Assim temos que:

')y >0 e f(2)>0 = f"(1)x f"(2) >0

Opcao(D)

2017, 1* fase, grupo I

O grafico da fungao g é simétrico relativamente ao eixo das abcissas do grafico da fun-
¢ao f(x —5), que por sua vez é uma translagao horizontal do grafico de f associada ao

vetor de coordenadas (5,0).

Através da tabela de variacao de sinal da fungao f”(z) podemos construir uma ta-

bela de variac¢ao de sinal da funcao —f"(z — 5):

x —00 ) ) 15 +0o0
f"(z —5) - O [+1] 0| - 0 +
—f"(x —5) + 0 | - O | +1] 0 -
g(x) — PlL.  ~|PIL | — | PL ~

O grafico de g tem concavidade voltada para baixo no intervalo | — 5, 5[ U |15, 4-o00].

Opgao(C)

2017, 2* fase, grupo I

Através da figura 2 podemos construir um quadro de sinal de f/(x) bem como de f”(z)

e conseguimos estudar o seu produto:
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x —00 -2 0 2 400
f(x) + O|-]-1-160 +
" (x) - -1 - 10+ |+ +
f(x) x f"(z) - O[+10-160 +

C.S.=[-2,0] U [2,4+o0]

2017, Epoca especial, grupo I

11. Vamos comegar por determinar a expressao algébrica da segunda derivada da fungao

f, para z > 1:

f’(l’) — [e—2m+4 + 1n(x _ 1)]/ — _26—21+4 + ﬁ

f”(l‘) — [_26—2z+4 + ﬁ]/ — 46—2z+4 _ (90_11)2

Recorrendo as capacidades gréaficas da calculadora representamos o grafico da fungao

f"(x) no intervalo pedido |1, 2[ e calculamos o zero de f”(z) neste intervalo.
f'(x)=0 & x~1,23

2017, Epoca especial, grupo 11

12. Vamos comecar por determinar a expressao algébrica da segunda derivada da funcao f:

ffx)=e*(*+z+ 1)) =e*(2*+2+ 1)+ e+ e =e®(2®* +x+ 1+ 20+ 1) =
=e"(2* 4+ 3z +2)
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NORMAL FLOAT AUTOD REAL DEGREE MP I:I
ZERD

"_'l"1="|E"“‘('2:":"'"”-((13?((:":-132”
Zero
®=1.231961 Y=o

Os pontos de inflexdao correspondem aos zeros da segunda derivada, logo temos que:

["2)=0 & e"(®+32+2)=0 < " =0(pgmp) V 22 +32+2=0

Usando a férmula resolvente:

—bV/b2— —34/9—4XTx2 - - —3—
b 21; dac oy g ZBROAXIXZ o o0 3R 0 . 32+1\/x: 321<:>

= 2x1 2

S r=—-1Vr=-2
Assim, os pontos de inflexao da funcao f tém abcissas -2 e -1.

De modo a sabermos o intervalo em que o grafico de f tem concavidade voltada para

baixo e concavidade voltada para cima, vamos construir um quadro de sinal:

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo no intervalo | — 2,1 e tem a
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13.

concavidade voltada para cima no intervalo | — oo, —2[ U | — 1, +o0.

2016, 1* fase, grupo II

Vamos comecar por determinar a expressao algébrica da segunda derivada da funcao

f para x €] — 3 0[:

f'(z) = (32 + cosz) = sz —sinx

f(z) = (32 —sinz) = 1 — cosx

Os pontos de inflexao de f correspondem aos zeros da segunda derivada, logo temos que:

ff(#) =0 & 3 —cosz =0 & cosz =3 & x=7%+2krVa=—%+2kmn,

2 2
kel

Parak=—-1, s =%-2rVo=—2-2r & z=-2¢]-F 0[vae=—-T¢ -3 0

Para k=0, 2 =% ¢] -2, 0[Va=—-% €| -3 0

Parak=1 o=T+2rVao=-2+21 & o="0 ¢ -3 0[vao="230 ¢ -4

us

Assim, o tnico ponto de inflexao da fungao f tem abcissa igual a —%

De modo a sabermos o intervalo em que o grafico de f tem concavidade voltada para
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14.

3 s
x -5 -3 0

f"(z) |nd. | +| 0 | - | nd.
f(z) | nd. | — | PL | ~|nd

baixo e concavidade voltada para cima, vamos construir um quadro de sinal:

O gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo no intervalo | — %,0[ e tem a

concavidade voltada para cima no intervalo | — 3¢, —Z[ U] — 1, 4-00[.

2016, Epoca especial, grupo 11

Vamos comecar por determinar a expressao algébrica da segunda derivada da funcao

f para z €3, +ool:
f@)=[z+1)he) =hz+(z+1)l=ha+1+1

z—1

2

ffle)=z+1+3)y=21_1 =

_ 1
72

4 s

Os pontos de inflexao de f correspondem aos zeros da segunda derivada, logo temos que:

ff2)=0 & H =0 & 2-1=0A22#0 & 2=1A2>#0 (z €3, +0|)

T

Assim, o tnico ponto de inflexao da funcao f tem abcissa igual a 1.

De modo a sabermos o intervalo em que o grafico de f tem concavidade voltada para

baixo e concavidade voltada para cima, vamos construir um quadro de sinal:
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15.

16.

f@) |nd | ~ | PL| <

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo no intervalo ]%, 1] e tem a conca-
vidade voltada para cima no intervalo |1, +o0[. O ponto de inflexdo da fungao f tem

coordenadas (1, f(1)), ou seja, (1,0).

2015, 1*fase, grupo II

O grafico A nao pode ser o gréafico da func¢ao f porque tem um ponto em que a fungao
nao é continua, ou seja, tem um ponto onde a fun¢ao nao tem derivada, enquanto que

a funcao f tem derivada finita em todos os pontos do seu dominio.

O grafico B nao pode ser o grafico da fungao f porque porque tem a concavidade
voltada para cima no intervalo | — 0o, 0] portanto neste intervalo a segunda derivada é

positiva, enquanto que f”(x) < 0 para x €] — 00, 0].

O grafico C nao pode ser o grafico da funcao f porque a reta tangente em x = 0 tem
declive negativo , isto ¢, a primeira derivada ¢é negativa em x = 0, enquanto que na

fungao f sabemos que f'(0) > 0.

2015, 2*fase, grupo II

De acordo com a figura 3, sabemos que o tnico ponto de inflexao da funcao f é em
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x = 0 e que a fun¢do f tem concavidade voltada para baixo no intervalo | — 0o, 0[ e

tem concavidade voltada para cima no intervalo |0, +oo.

Opcao(C)

2015, Epoca especial, grupo I
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