Resolucao Matematica 12°

Resolugao - Assintotas e limites notaveis

1. Como Dy = R\ {0} e sabendo que f é continua no seu dominio pois resulta de ope-
ragoes entre fungoes continuas, a tnica possivel assintota vertical do grafico da fungao
f,éaretaxr=0.

1—cos®x

= lim =977 % lim -l — =
D0+ x2 20t z2(14-cosx)

(1—cos z)(14-cos x)
x4 (14-cos )

lim f(z) = lim =5¥% = lim
xz—0+ z—0+t 7 z—0+t

. R 2
- iy e = [y 2 < P

Concluimos que a reta x = 0 é a tinica assintota vertical do grafico de f.

2024, 1* fase

2. Sabendo que a reta de equagao y = 3x — 5 ¢é assintota ao gréafico da fungao g, quando

T — 400 temos que:

e m= lim @(:) lim %@:3
T— +00 T— +00

e b= lim [g(z) —mz] & lim [g(z) —3z] = -5« lim [g(x) —3z+5]=0

T— +00 T— 400 Tr— 400

Opcao(D)

2024, 2* fase
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_In (2—e™)

< S 4 14+0=1

bzwgrfoo[f(x)—:c] :xgrfoo[ln@—e_ )tz +2—zx] =

=In(2—e>®)+2=In2+2

Concluimos que a reta definida por y = x 4+ In2 + 2 é assintota obliqua do grafico

de f quando x — +o0.

2023, 2*fase

4. Como Dy =0, +00], a tnica possivel assintota vertical do grafico da funcao f ¢ a reta

x = 0.

: . Ina42c _ In0t40 _ —oo40
lim f(r) = lim ®&E2 — MO0 — —octd —

z—0t z—0t

—00
Concluimos que a reta x = 0 é assintota vertical do grafico de f.

A fungao f s6 esta definida em |0, +oo[, logo vamos averiguar a possivel existéncia

de uma assintota horizontal quando x — +oc.

lim f(z) = lim 22222 — Jim (224 22) — |y 2242 = 0+ 2 = 2 (Limite

x—+00 x—+00 z x—+00 z—+00

notével)
Concluimos que f(z) tem uma assintota horizontal de equagao y = 2 quando x — +00.

2023, Epoca especial

5. Como D, =1, +o0], a Gnica possivel assintota vertical do grafico da funcao g, é a reta
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=1
lim g(z) = lim [5z —3In(z —1)] =5—-3In(0") =5 - 3(—0) = +©

z—1t z—1t

Concluimos que a reta definida x = 1 é assintota vertical do grafico de g.

A fungao g s6 esta definida em |1, +oo[, logo vamos averiguar a existéncia de uma

Unica assintota obliqua quando x — +o0.

m = lim @: lim 22=3W@=l) _ iy [5_31n(a;—1)] —5_3 lim 1n(;;_1) (%)
T—+00 T— 400

Fazendo a mudanca de variavel: y = 2 —1 & 2 =y+1 (y — 400 quando

x — +00)
. In (y) 1 3 3
(*2):5—3 lim :5—3—+1—:5— - 7 - T =H———=5
w00 YT LN 0y PR Y RN LN e +oot0

(Limite notavel)

b= xEI—iI—loo[g(x) — bz = xEToo —3ln(z—1)=-3x 400 =—-

Concluimos a fungao g nao tem assintotas obliquas.

2022, 1*fase

6. Como Dy, =|0, +o0l, a tnica possivel assintota vertical do grafico da fungao h, é a reta

x=0.
: _ 13 e“+Inz _ 1-0c0 _ —oco __ __
arlir(gl‘F h(x) N :Eli%l‘* e—1 T 117 or T T
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Concluimos que a reta definida por x = 0 é assintota vertical do grafico de h.

A fungdo h s6 esté definida em |0, +oo[, logo vamos averiguar a possivel existéncia

de uma assintota horizontal quando x — +oc.

1 14+ lim Lz 14+ lim 2Zx lim =
lm h(r)= lim ehe _ py C0rEE) MLARE e Sl
= = = . - = =
z—>+00 z—+oo €T T—>+00 63(176%> I_ZETOOF x—>+00 1-0
= lim X0 —1
T—+00

Concluimos que h(x) tem uma assintota horizontal de equacao y = 1 quando x — +oo.

2022, 2*fase

7. Vamos comecar por determinar a equacao da assintota obliqua ao grafico de g quando

x tende para +oo:

. . In (14e*)— . In(1+4e* .
m= lim 2% — i ROte—z gy BO+eT) oy, oz o
x——o00 L T——00 T——00 z T——00
. n(1 x —o0 -+
— lim n(+e)_1:1n(1+e )_1:ln(1+0)_1:_1
T——00 z - -0

b= lim (g(z)—mz)= lim (In(1+e*)—z+z)= lim In(1+¢") =
T—r—00 T—r—00 T——00
=In(l+e>®°)=In(1+0")=Inl1=0

Concluimos que a reta definida por y = —x é assintota obliqua do grafico de g quando
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T — —OQ.

Vamos calcular a assintota horizontal ao grafico de g, quando x tende para +oc:

lim g(z)= lim (In(1+e*)—2)= lim = (In(l+¢e*)—Ine”) = lim In (&) =

T—r400 T—-+00 T—+400 T—r+400

= lim In(£+4+1)=In(45+1)=nl1=0

T—+400

Concluimos que a reta definida por y = 0 é assintota horizontal do grafico de g quando

xr — +00.

2022, Epoca especial

8. A fungao h s6 esta definida em R* =]0, +00], logo vamos averiguar a existéncia de uma

linica assintota obliqua quando x — +oc.

. h . Eye S . 3 . 3 .
m= lim 22 — Jim 2ZZ-ms — iy s = lm —F—< = lim l_—
=400 T T— 400 z x— oo “TTTTIMT r—+o00 3 (2—1"2””) z—+too 23
x
2— lim Bz 7 o im B jim 1 T 2-0x0 T 2
T— 400 T z—+oo T z— +oo T
. . 3 . 223 — (223 -z 1 .
b= lim [h(z)—iz] = lim [Z5——%]= lim L' —@z —sliz) _ iy _zhe
Z—s 00 2 Z— +00 2x?—Inz 2 z— +oo 4x?—2Inx Z—s +o00 4x?2—2Inx
1 I 1 22 (122 1 lip, 1 i,
=1 lim gale =1 lim Aol et T e T
Zaotoo 2N T 2o oo g2 (p-lag) T 27 2- M BF 27 2 lm ek lm g
-1 0o _1.,0_1 -
_2X2—0x0_2><2_2><0_0
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Concluimos que h(x) tem uma assintota obliqua de equagao y = %x quando x — 4o00.

2021, 1*fase

9. Vamos verificar a existéncia de assintotas horizontais do grafico da fungao f:

lim f(z) = lim === lim £— lim = =1- lim < (&)
Fazendo a mudanca de variavel: y = —z (y — 400 quando = — —o0)
()1)=1— lim £ =1+ lim £ = +oo (Limite notavel)

y—+oo 7Y y—+oo Y

Nao existe assintota horizontal do gréafico de f quando x — —o0.

: - T VaZ+l 9] _ Va?¥l 9 _ . 2241 9 _
:L‘Egr—loo f(l‘) o J;Eg—loo |: z+1 3] xEI-lI—loo (x+1)2 3 xEI—&r—loo (z+1)? 3
\/ T— +00
Concluimos que a reta y = —2 é assintota horizontal do grafico de f quando x — +o0.

2021, 2*fase
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10. Vamos verificar a existéncia de assintotas horizontais do grafico da funcao f:

11.

y = 1 é assintota horizontal do grafico de f quando x — —oo0.

lim f(z)= lim £= = lim % — lim 5 =e"—> ——=0
T— 400 x— 400 € x— 400 € x— 400 €

y = 0 é assintota horizontal do grafico de f quando x — +oo.

2021, Epoca especial

A funcao f s6 esta definida em | — 00, 2], logo vamos averiguar a existéncia de uma
dnica assintota obliqua quando x — —oo.
(z)

m= lim =X = lim
z——o00 ¥

In(e*4+1)

In (e®+1 . .

Tr—r —00 T—r —00 Tr—r —00

_ 1 + ln(6*°°+1) — 1

- —00

b= lim f(zr)—2z= lim z+h(e*+1)—2= lim In(e"+1)=ln(e*+1)=
r—r —00 Tr— —00 r—r —00
=Inl1=20

Concluimos que f(z) tem uma assintota obliqua de equagao y = x quando z — —o0.
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12.

13.

2020, 1* fase

Vamos verificar a existéncia de assintotas horizontais do grafico da funcao h:
lim A(z) = lim (1+ze* 1) =1+ lim ze® ! = (%)
T— —00 T—r —00 T—r —00

Fazendo a mudanga de variavel: y = —z (y — 400 quando — —o0)

1

(k)2) =1+ lim —ye ¥ 1=1— lim ye Ve l=1—e! lim ye¥ =

Yy—+00 Yy—+00 Yy—r—+00
=1-1lim £=1-1—-1  =1-1x L =1 (Limite notavel)
e y—r+00 e e lim & e “+00

Concluimos que a reta y = 1 é assintota horizontal do grafico de h quando © — —oo.

2020, 2* fase

Como Dy = }0, 5 [, a funcao f nao tem assintotas horizontais nem obliquas. As tinicas

™

possiveis assintotas verticais do gréfico da funcao f, sao as retas v =0e x = 7.

lim f(z)= lim &= = lim <=1
z— 0t f( ) rz— 0t

Fazendo a mudanga de variavel: y =2z < 2 =% (y — 0" quando z — 0%)

e¥—1

( 1) hIIl X hIn si2nl.z 1x hIIl —21'.(:0817 - ].lm X llm 2cosx =
y sinx sin x
y—0t z— 01 cosz z— 0t z— 0t z— 07t
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= ﬁ X 2= % X2=2 (lelte notével)
z—0t F
2
lim f(z) = lim &=L = Pl _ ol
Dy T s T tanx tan I~ +o00

Concluimos que o grafico da funcao f nao tem assintotas verticais.

2020, Epoca especial

14. Atendendo ao dominio da fungao h(zx), sabemos que tem assintotas obliquoas apenas

quando x — 4o0.

Calculando o declive da assintota, temos que:

o . h(z) _ . e;IJr If\}i _ . e ® 1 _
m—xhr}rl = _xhlf - —xhr}rl (—IQ +2 :Bﬁ) =
T . 1 e 1 o
_Ihrf = —1—2—1115{1 75 T o2 )2—1—2 o )3—0—}-2 0=2

2019, 1* fase, caderno 2

15. Como D, = R\{1}, a tnica possivel assintota vertical do grafico da fun¢ao h, ¢ a retas
r =1

lim A(z) = lim = £
r— 1+ ( ) r— 1t z—1 0+

:—|—OO

Concluimos que a reta x = 1 é assintota vertical do grafico de h.
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Vamos verificar a existéncia de assintotas horizontais do grafico da funcao h:

. . x — 00
e lim h(z)= lim Z==—=-"=0
T— —00 z— —o0 T7 - -

Concluimos que a reta y = 0 é assintota horizontal do grafico de h quando x — —o0.

. . x
o lim h(z)= lim 5 =—l—=— !
@—=+oo 2 +o0 ¥ P s

1

Q&‘ 5

Concluimos que o grafico da fungao h nao tem assintota horizontal quando z — +o0.

2019, 2* fase, caderno 2

16. Vamos determinar a assintota obliqua da funcao g quando x — +o0:

1—-3x
z—+oo ¥ 2 Foo T(1—e7®) x—+o0 + 7€ r—+oco * —€ z—+oco ¥
=1x-3=-3
. _ . 1—3z+3z(l—e~® . 1-3z+3z—3ze™ "
b= lim 11 32 1 3r = lim %: lim W{x—,fe):
x— 400 1€ xr— +00 —¢ r— +00 —¢
1—-3- 3
. _3pe-7 : 1-32 . o -2
= lim %zhmlﬁzhm it |
x— 400 7€ x— 400 1€ x— 400 1€ —¢
A funcao g tem uma assintota obliqua de equagao y = —3x + 1 quado x — +o0.

2019, Epoca especial, caderno 2

17. Como Dy =0, 7], as Gnicas possiveis assimptotas verticais do grafico da fungao f, sao

asretasrxr =0ex =m.

» lim f(z)= lim - = —1— =1=1 (Limite notavel)

20+ s—0+ ST lim
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18.

19.

Concluimos que a reta definida z = 0 nao é assintota vertical do grafico de f.

. - . T - T o
> xliIil_ f(J:) - zligl_ sinz = sinw— ~ 0t +00

Concluimos que a reta definida © = 7 é assintota vertical do grafico de f.
Opcao(B)

2018, 1* fase, caderno 2

Vamos verificar se existem assintotas horizontais:

> lim f(z)= lim 3+{5) =3+ 55 =3+ 5 =3+0=3

T——00 T——00 -z

Como lim f(x) = 3, entdo a reta y = 3 é assintota horizontal da fun¢do f quando
Tr——00

T — —OQ.

b lim f(r) = lim 2O gy O gy 2o gy ey 2
T—+00 z—+00 T——+00 z—+00 T—>+00
=2 lirf 24 0=2x0+0=0 (Limite notavel)
Tr—+00

Como lir}rn f(z) = 0, entdo a reta y = 0 é assintota horizontal da fun¢do f quando
T—r+00

T — +00.

2018, 2* fase, caderno 2

e A fungao h é continua em [—Z, 0] pois resulta do quociente entre fungdes trigno-

3
métricas que sao continuas.

e Da alinea anterior resolta que a funcao h é continua em z = 0.
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e A funcgao h é continua em [—%, +oo[ pois resulta do quociente entre uma fungao
exponencial e uma polinomial que sao continuas.

Assim a fungao h ¢ uma fungao continua no seu dominio (D, = [—%, +oc]).

Vamos verificar se existem assintotas nao verticais:

A fungao h so6 esta definida em [—%,+oo, logo s6 temos de averiguar a existéncia

de uma tnica assintota nao vertical quando x — +o0.

x

h(z)

m= lim == = lim = lim —— = lim —/%— =

=400 T =400 T z—+oo0 THT x— +00 x2 (1—&-%)

. x .
= lim £ x lim 4 =400 X 41— =400 x 1=+

T— 400 z—+oo 113 1+§
. h . ~ . ~ -
Como lim % = 400 concluimos que h(x) nao tem assintotas nao verticais.
T—+400

2018, Epoca especial, caderno 2

20. A reta de equacao y = —x é assimptota obliqua da fungao f de dominio R* por isso
vem que:
lim £ — 1
z—+oco T
A reta de equacao y = —z também é assimptota obliqua da funcao g de dominio R*

por isso vem que:

Assim temos que:
lim M: lim @x lim g(z) =—1Xx —00 = +00
T—+00 T—+00 T—r+00
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21.

Opcao(A)

2017, 1* fase, grupo I

As assintotas paralelas aos eixos coordenados, se existirem, sao assintotas verticais ou

horizontais.
Vamos verificar se existem assintotas verticais:
Dy = RT, por isso a tnica possivel assintota vertical da funcdo f ¢ a reta de equagao

x = 0. A funcao f é continua no seu dominio pois resulta de operacoes entre fungoes

continuas neste dominio.

Inz __ In0* _ =

xligl* f(LU) - mliglJr 0" oF T T
Como lim f(z) = —oo concluimos que x = 0 é assintota vertical da fungao f.

z—0t

Vamos verificar se existem assintotas horizontais:

A funcao f s6 estd definida em R, logo s6 temos de averiguar a existéncia de uma

linica assintota horizontal quando x — +o0.

. . . Inz _ .. .
xl_l)I_’I_loo f(z) = wl_lgloo 2 = (0  (Limite notavel)

Como lirf f(z) = 0 concluimos que y = 0 é assintota horizontal da funcao f.
T—r—+00
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22.

23.

24.

2017, 2° fase, grupo II

lim [ 1 o im @4 gim €121 & lim 4 gim £ =2 &
——00 z r——00 z——o0 ¥ r——00 x——o0 ¥
& lim 240 -2 o jim 2=
r—r—00 Tr—r—00
Opcao(D)

2016, 1* fase, grupo I

Dy =] —o00,—1[U]1,4+00] e f é continua no seu dominio pois resulta de operacoes entre
funcoes continuas neste dominio, por isso as duas tinicas possiveis assintotas verticais

da funcao f sao as retas de equacao x = —1l ez = 1.

: _ : z—1\ __ -1 -1\ _ -2\ __ _
Mim fz) = lim In(Z7) = In(5=) = In(5%) = In(+00) = +o0

: 1 z—1 e oty _ _
$1i>r{1+ flz) = xli}% () In(557) = In(%) =In 0" = —c0
Como lim f(z) = +oo e lim f(z) = —oo concluimos que x = —1 e x = 1 sdo
r——1" z— 1+

assintotas verticais da fungao f.

2016, 1* fase, grupo II

Dy =] — %, +00], logo s6 podera existir uma assintota obliqua de equacdo y = mx + b

quando x — +00.

»om = lim % = Jim z=loz — iy -z — ] iy Rz =] =1
z—4o00 T T—r+400 z T—r400 z z—+oo T

(Limite notavel)
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25.

26.

b= lim f(z)—2x= lim s —Inz—2= lim —lnz=—o0
T—+00 T—+00 T—+00

Como o valor de b nao ¢ finito entao nao existe assintota obliqua quando — +o0.

2016, 2° fase, grupo II

Calculando o valor do limite:

lim [f(z) —2]= lim In(e*+2)—z= lim In(e®+2z) —In(e’) = lim In(<t) =
T——+00 T——+00 T——+00 T——+00

; e MHEy g zy ‘m L) — 1y = —
mgrfoo In(& x —=-) xginoo In(1+ %) =1In(1+ xginoo Z)=Ih(l+)=I(1)=0

(Limite notavel)
A reta de equacao y = x é assintota obliqua do grafico da funcao f quando x — +o0.

2016, Epoca especial, grupo 11

Vamos verificar se existem assintotas verticais:

Como = = % é um possivel ponto de descontinuidade da funcao f, entdao z = = é

a Unica possivel assintota vertical da funcao f.

A fun¢ao f é continua em R\{3} pois os dois ramos da funcdo resultam de opera-

¢oes entre fungoes continuas neste dominio.

1
_ " ~e _ Ve _ e et "3-1
hnln flz) = hr?i S = hrg 5 X e = hr? — = (*1)
T3 T3 T3 2 T3 2
T 1 - 1-
Fazendo a mudanga de varidvel: y =2 — 5 (y — 0~ quando z — 3 )
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27.

(x1) = ‘/; lim eJy—’l = ‘%E x 1 =¥2 (Limite notavel)

y—0—

. . 1 1 _ 32! 3In2
hm+ ()= lim (r+1)lnz=(53+1)In; = (2 ) — _ I

1 1+
T3 T3

Como lim f(z) # +oo e lim, f(z) # Foo concluimos que z = L ndo ¢ assintota
1

n 3

vertical da fungao f.

2015, 1*fase, grupo II

Vamos verificar se existem assintotas horizontais:

» lim f(z) = lim In(z —3) —In(z) = lim In(=2)= lim In(l — %) =

T—r—+00 T—+00 T—r+00 z T—+00

=In(l--2)=m(1-0")=In1=0

Como lim f(x) = 0, entdo a reta y = 0 é assintota horizontal da fungdo f quando
r—r+00

xr — +00.

» lim f(z)= lim 14 ze® = (%)

T—r—00 T—r—00
Fazendo a mudancga de variavel: y = —z (y — 400 quando x — —o0)
= i — Y = — i Y — — L = —_ = ] ] 3
(%1) ygrfool ye 1 yll)liloo G =1---=1-0=1 (Limite notavel)

Como lim f(z) = 1, entdo a reta y = 1 ¢ assintota horizontal da fungao f quando
T——00

T — —OQ.

2015, 2*fase, grupo 11
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28. D; = R, logo vamos verificar se existe assintota horizontal quando z — +o0:

. . _ . _ . 2
» lim f(z)= lim 2% %= lim 22 xel xe®=¢ lim &L =ex =0

T—r—+00 T—+00 T—+00 T—+00

T

Como lim f(x) = 0, entdo a reta y = 0 é assintota horizontal da fungdo f quando
r—+00

xr — +00.

2015, Epoca especial, grupo 11
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