Teoremas: Bolzano, Weiertrass e Lagrange Matemaética 12°

Exercicios de exames - Teoremas: Bolzano, Weiertrass e Lagrange

1. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Seja a um ndmero real maior do que 1, e seja f a fungdo, de dominio R, definida

por f(z) = ax®+z — 2.
Mostre que a fungao f tem, pelo menos, um zero no intervalo |0, 1].

2024, Epoca especial

2. Seja f a fungao, de dominio |0, 7| , definida por f(z) = sin(2z) + z, e seja r a reta de

equacao y = —x + 2.

Resolva este item sem recorrer & calculadora, exceto em eventuais célculos numéri-
Cos.
Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que o grafico da fungao f intersecta

7r7r[.

a reta r em, pelo menos, um ponto de abcissa pertencente ao intervalo }g, z

2023, 1* fase

3. Considere a fungao g , de dominio [0, [, definida por g(x) = € cos z.

Resolva este item sem recorrer & calculadora, exceto em eventuais calculos numeéri-
COS.
Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que existe, pelo menos, um ponto

do grafico de ¢g cuja ordenada é igual & abcissa, no intervalo ]%, 5 [

2023, Epoca especial
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4. Resolva este item sem recorrer & calculadora.
Seja g a funcao, de dominio [g, 37“], definida por g(x) = zcosx + sinz
Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que existe pelo menos um ponto
pertencente ao grafico da fungao g tal que a reta tangente ao grafico da funcao nesse

ponto tem declive —%

2021, 1* fase

5. Sejam f e g as fungoes, de dominio R , definidas, respetivamente, por f(z) = 22 e

g(x) =cosz

Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que a equacao f(z) = g(x) tem,

pelo menos, uma solugao no intervalo ]O, 2z [

2020, 2* fase

6. Para um certo ntimero real k , seja g a fungao, de dominio R, definida por

S r<l1
g(x) =
22—10+8lnzx 2 >1

Mostre, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, que a fungao g tem, pelo me-

nos, um zero no intervalo ] /e, €|

2020, Epoca especial

7. Seja f uma fungao diferenciavel no intervalo [0, 2] tal que:
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e f(0)=1
e Vx €[0,2], 0< f'(x)<9
O teorema de Lagrange, aplicado & fungao f em [0, 2|, permite concluir que:
(A) 0< f(2) <18
(B) 1< f(2) < 19
(C)2< f(2)<20
(D) 3< f(2) <21

2018, 1* fase, caderno 1

8. Na Figura 1, esta representada, num referencial o.n. xQOy, parte do grafico da funcao

h, de dominio R*, definida por h(z) = 22

yA

Figura 1

Para cada niimero real a pertencente ao intervalo [%, 1}, sejam P e Q os pontos do

grafico da funcao h de abcissas a e 2a, respetivamente.

Tal como a figura sugere, a reta PQ define, com os eixos coordenados, um triangulo
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10.

retangulo.
Mostre que existe, pelo menos, um nimero real a pertencente ao intervalo [%, 1] para

o qual esse triangulo é isosceles.

Sugestao: comece por identificar o valor do declive da reta PQ para o qual o tri-

angulo ¢ isosceles.

2018, 1* fase, caderno 2

Seja g uma funcao continua, de dominio R , tal que:

e para todo o numero real z, (gog)(z) =z

e para um certo nimero real a, tem-se g(a) > a + 1

Mostre que a equagao g(z) = = + 1 é possivel no intervalo |a, g(a)|

2016, 2* fase, grupo II

Seja f a fungao, de dominio R, definida por

e*—\/e 1

o—1 se r < 5
fx) =

(z+1)lnz sex>1

Mostre que a equagao f(z) = 3 é possivel em |1, e[ e, utilizando a calculadora grafica,

determine a tinica solucao desta equacao, neste intervalo, arredondada as centésimas.

Na sua resposta:

e recorra ao teorema de Bolzano para provar que a equacao f(x) = 3 tem, pelo

menos, uma solugao no intervalo |1, e
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e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcdo(des) que visualizar na

calculadora, devidamente identificado(s);

e apresente a solugao pedida.

2015, 1*fase, grupo II

11. Um cubo encontra-se em movimento oscilatério provocado pela forga elastica exercida
por uma mola.
A Figura 2 esquematiza esta situacao. Nesta figura, os pontos O e A sao pontos fixos.

O ponto P representa o centro do cubo e desloca-se sobre a semirreta OA

A
i Ivivivivielvieleivivivivivie

Figura 2

Admita que nao existe qualquer resisténcia ao movimento.

Sabe-se que a distancia, em metros, do ponto P ao ponto O ¢é dada por
d(t) =1+ Lsin(rt+I)

A variavel t designa o tempo, medido em segundos, que decorre desde o instante em

que foi iniciada a contagem do tempo (¢ € [0, +00]).

Justifique, recorrendo ao teorema de Bolzano, que houve, pelo menos, um instante,
entre os trés segundos e os quatro segundos ap6s o inicio da contagem do tempo, em

que a distancia do ponto P ao ponto O foi igual a 1,1 metros.

2015, 2*fase, grupo 11
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