Exame Epoca Especial 2024 Matematica 12°

Proposta de Resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A

Prova 635 | Epoca Especial | Ensino Secundario | 2024

1. Vamos determinar os primeiros trés termos da sucessao:

U1:3
u2:2u1—|—2:2><3—|—2:8
Uz =2us +2=2x8+2=18

Opcao(C)

2.1.

2.2.

A linha desta construgao que contém, exatamente, 19 cartoes é a linha niimero 18.
O quarto elemento da linha ntimero 18 ¢ igual a 8C5 = 816.

Opcao(A)

Seja a sucessao u, cujo o primeiro termo ¢é igual a 1 e o préximo termo ¢é igual ao
anterior somando 1 unidade. Ou seja, u,, € uma progressao aritmética de razao 1
e primeiro termo 1.

U, 1 2 3 4

A expressao geral de u, é:
Up =1

Sabendo que a soma dos n termos da progressao aritmética u, € igual a 3081,
conseguimos determinar n:

S, =13t xn & 3081 =42 xn < 6162=(1+n)xn<n*+n—6162=0<

—1£4/(—1)2—4x1x—6162

n = 5T &Sn=T78 V n=-719n=178 n>0
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3.1. Calculando o valor da fun¢ao f no ponto x = 0:

F0) = ety = 4 = -2

sin0—2 —2

Calculando o valor dos limites laterais da funcao f no ponto x = 0:

4cosx __ 4cosO0 _ 4 _
hd J}L%l_’_ f( ) x%O‘*’ sinz—2 ~  sin0-2 = -2 2

. . 1—eb% 690_1
*p@= I = e = )

Fazendo a mudancga de variavel: y = 6z (y — 0~ quando =z — 07)

(#1) = -2 lim 4 =-2x1=-2 (Limite notavel)
y—0—

Como lim f(z)= lim f(x) = {(0), entdo a fungado f é continua em = = 0.
z—0t z—0~

3.2. Vamos comecar por determinar a expressao algébrica da primeira derivada da
funcéo f no intervalo |0, 27]:

/ 4cosz —sinz(sinz—2)—cosxxcosz __ —sin? z42sinz—cos®z __
f(x =4 X =4 X . 5 =
sinz—2 (sin z—2)2 (sinz—2)

_ 4 2sinz—1 __ 8sinxz—4
- (sinz—2)2 ~ (sinz—2)2

Os extremos relativos de f correspondem aos zeros da primeira derivada, logo
temos que:

fllr) =0« Bnrd — )= 8siny —4=0 A (sinz —2)?#0 <

(sinxz—2)2

1 .
3 A sinz—2#0%&

& sing =
Sr=F+2knVr=n—-%+2kn, keZ A SINT 7 2 (condio universal) €

Sr=r+2krVae=242%knr kel

Para k=0, =2

z elo,2r] vV =2 €]0,2n]
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4.1.

Para k=—1, e =% —2r ¢]0,27] V 2 =2 —21 ¢]0,27]

Parak=1, z=%2+2r ¢]0,27r] V =22 +2r ¢]0,27]

Logo, f'(z) tem dois zeros em ]0,27] em 2 = % e em & = 5T
ry _ 8sinZ—4 ry _ 8sinf—4

f,<?) ~ (sin glg)z <0 f,<§) ~ (sin %2,_2)2 >0

O

De modo a estudarmos a monotonia da funcao f vamos construir um quadro
de sinal:

T 0 5 b 2m
f(x) | nd. | - 0 + 0 - -1

f(z) | nd. | N\, | Minimo | /| Méaximo | \, | Minimo

O grafico de f é decrescente no intervalo }O, E] U [%’r, 2#] e é crescente no intervalo

6
5 )
5T

A fungao f tem extremos relativos em » = ¢, v = % e x = 27.

Consideremos um saco que contém apenas bolas amarelas e bolas verdes.

%‘\’?5 X
\‘\?’
DN
n
Bolas
&
e~ n-x

P(AmB):§P(A)@%:§@p(3|,4):§@w_—1:§@

@3x—3:2n—2®m:%
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4.2.

5.1.

5.2.

Para qualquer n € N o valor de z, que corresponde ao nimero de bolas ama-
relas que existia inicialmente no saco, é sempre igual a um ntimero fmpar.

Das duzentas bolas sabe-se que 49% sao verdes, ou seja, 98 bolas sao verdes e 102
sao amarelas.

O namero de casos possiveis corresponde a todas as possibilidades de selecio-
nar, ao acaso, quatro das duzentas bolas que estao no saco, ou seja, 20°C).

Temos de considerar o nimero de possibilidades de selecionar trés bolas verdes e
uma bola amarela ou selecionar quatro bolas verdes num total de duzentas bolas.
Logo o ntimero de casos favoraveis ¢ igual a 2Cy x 1920 + %8C,.

Usando a regra de Laplace, a probabilidade de o conjunto formado por essas
quatro bolas conter, pelo menos, trés bolas verdes é igual a:

980 ><1020 +980 —~
SQT;AL ~0,3

O vetor (1,—3,5) é um vetor normal ao plano que contém a base do cone. Por
isso este vetor também é perpendicular a todos os planos paralelos a este.

Logo a equagao do plano paralelo ao plano que contém a base do cone é da
forma:

r+2y+d=0

Como o ponto (1,—3,5) pertence ao plano, substituindo as coordenadas deste
ponto na equacao do plano, conseguimos determinar a constante d:

r+2y+d=0 & 1+2x(-3)+d=0 < d=5

Uma equagao do plano paralelo ao plano que contém a base do cone é:
r+2y+5=0.

Opcao(C)

O ponto A pertence ao eixo Ox por isso tem coordendas (x,0,0) e pertence ao
plano que contém a base do cone. Substituindo o ponto A na equacao do plano
da base do cone conseguimos determinar x:
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T+2x0-8=0&2=28

O ponto A tem coordenadas (8,0, 0).

O ponto B pertence ao eixo Oy por isso tem coordendas (0,y,0) e pertence ao
plano que contém a base do cone. Substituindo o ponto B na equacao do plano
da base do cone conseguimos determinar y:

042y —8=0&y=4

O ponto B tem coordenadas (0,4, 0).

Vamos determinar as coordenadas do ponto médio de [AB]:

M(4,2,0)

Vamos escrever a equagao vetorial da reta V M:

VM: ([B,y,Z):(4,2,0)+k(1,2,0), keR

Como o ponto V pertence a reta VM entao sabemos que as suas coordenadas sao
da forma (4 + k,2 + 2k, 0).

Sabendo que a abcissa do ponto V' tem menos uma unidade do que a sua or-
denada temos que:

A+k—-1=2+2ks k=3
As coordenadas do ponto V' sao (7,8,0).
6. I-b)

Introduzindo os dados desta tabela na maquina de calcular conseguimos ter os va-
lores da mediana, média e do desvio padrao:
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HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n

HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n

x=955 tSx=51.78627407
Ix=11460 ox=49.5815826
Ix2=10973800 n=12
Sx=51.78627407 minX=910
ox=49.5815826 Q1=920

n=12 Med=940
minX=910 Q=970
=01=92@ .maxx=1109

A mediana dos vencimentos dos funcionérios da area comercial ¢ igual a £ = 940.

II - a)

O vencimento médio dos funcionarios da area comercial é igual a T = 955.

11 - ¢)

A dispersao relativamente & média da distribuicao dos vencimentos dos funcionarios
da area de producao ¢é igual a 62,71. Este valor é superior a dispersao relativamente a
média da distribuicao dos vencimentos dos funcionarios da area comercial que é igual
a 49,58.

IV - b)

De acordo com a tabela apresentada nenhum funcionério da area comercial tem um
vencimento inferior a 900 euros.

A mediana da distribuicao dos vencimentos, em euros, dos funcionarios da area de
producao ¢ igual a 900. Sabendo que nenhum dos funcionarios da empresa tem venci-
mento igual a 900 euros entao metade dos funcionarios da area de producao tem um
vencimento menor do que 900 euros.

Existem 38 funcionarios da area de producao logo 19 destes funcionérios tém um ven-

cimento menor do que 900 euros, o que corresponde a % = 38% de funcionarios da

empresa.

. Aplicando a razao trigonométrica do seno no triangulo retangulo [AOB] conseguimos
determinar uma expressio de [AB]:

E@sina:%@AB:4sina

sin (7 — ) = &5
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10.

Aplicando a razao trigonométrica do cosseno no triangulo retangulo [AOB] conse-
guimos determinar uma expressao de [BO]:

cos (m — a) = i;g & —cosa = %O & BO = —4cos
Pela observacao da figura sabemos que BD = 2B0O =2 x —4cosa = —8cos a

A érea do quadrilatero [ABC D] ¢ dada por:

BDxAB __ —8cosax4sina __ ; —
5 —2><—2 = —16 X 2cosasina =

Aapep) = 2 X Ajapp) = 2 X
= —165sin (2a)

flx) =ax®+x —2.

Sabemos que f ¢ uma fungao continua em R pois é uma fungao polinomial. Logo
¢ continua em [0, 1].

o f(0)=-2<0
e f()=a+1—-2=a—1>0 porque a>1

Como f(0) < 0 < f(1), pelo Teorema de Bolzano existe ¢ €]0,1[ tal que f(c) = 0.
Logo a equagao f(z) = 0 tem, pelo menos, uma solugao no intervalo |0, 1.

. %long—logZ\/x—f—l:—l ANzxz>0 AN 2+1>0 &

& logyvr—logyvVr+1l=—-1 AN z2>0 & logQ\/\z/%:—l AN x>0 &
& slog, Ly =—-1A2>0 & logy-s=-2AN2>0 & L =272ANz>0 &
Sl -l=0A2>0 6 V0N >0 &

S 3r—1=0AN42+4#0 AN 2>0 Sz= ANz#-1A >0

CS= {1}

Seja a um instante no intervalo [0, 1].

No primeiro minuto da reagao, existe um instante a para o qual se verifica que, no
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11.

intervalo de tempo [a, 3a], a massa dessa substancia diminui 5%, o que corresponde a
equacao:

m(3a) = m(a) —0,05m(a) & m(3a) = 0,95m(a) & 00 e = 0,95 X 04

1—0,16¢—0:42X3a 1-0,16e—0:12a

Recorrendo & calculadora grafica e fazendo a intersecao das duas funcoes da equagao
acima, temos:

Y28, 950(17E4)A(1-8, 162" 000 .42 K)I0.

inttrn:tinn
H=B.E2F228 Y=1922.2581

Considerando I o ponto de intersecao visualizado na méaquina, as suas coordenadas
arredondadas as centésimas sao: 1(0,527; 1922, 258).

O valor de a arredondado as centésimas, é igual a 0,527.
Logo o intervalo é [0,527;3 x 0,527] = [0, 527; 1, 581].

A amplitude do intervalo é igual a 1,581 — 0,527 = 1, 054 minutos, o que corresponde
a 1 minuto e 3 segundos.

Pela observacao da figura sabemos que o declive da reta r é negativo.

Sabemos também que o declive da reta r tangente ao grafico da fung¢ao f no ponto de
abcissa 0 é igual ao valor da derivada nesse ponto, logo vem que:

m, = f'(0) <0

Concluimos que a proposigao I é falsa.

Como a reta s é assintota ao grafico de f quando x tende para +oco temos que:
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12.

13.

me = lim ==
z—+oco T
Se as retas r e s fossem perpendiculares entdio m, = —-- ou seja m, x my; = —1.
ms
Sabemos que:
lim £2 % lim £ = Jim L8220« Jiy L@ = f(0)x lim @) — moxm, = —8 £ —1
z—0 % z—+oco ¥ z—0 =0 z—+oco ¥ T——+00 9

Concluimos que as retas r e s nao sao perpendiculares.

A proposicao II é falsa.

Escrevendo os nimeros complexos z; e z3 na forma algébrica:
21 = OA e Z3 = —0A
Conseguimos calcular OA através da equacao:

|21 — 23] =6 & |OA - (—0A)| =6 < |20A] =6 < 2|0A| =6 < |OA| =3

Usando o teorema de Pitagoras vamos determinar OB:

(AB)? = (OA)*+ (OB)? & 52 =32+ (0OB)> = (OB)? =16 <& OB =44 < OB = 4

Escrevendo os niimeros complexos z, e z4 na forma trigonométrica:
s 33T
zo =4e'2 e zy=4e' 2
s - 37 -4 . .
29 X 24 =4de'z x de'2 = 16€e'2 = 16" = 16€° = 16

Opcao(B)

Resolvendo a equacao:

22 4227 — 6 = 2V/3i & (29)% + 2(269)(2e7) — 6 = 2V/3i &
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14.

& 46 1 2(4e®) — 6 = 2/3i = 4D £ 8 — 6 = 2V/3i = 46/ = —2 £ 2/3i  (xy)

Vamos escrever o niimero complexo —2 + 24/3i na forma trigonométrica:

{ga 2 @{904 V3

a € 2 2 Quadrante a € 2 2 Quadrante

V16 =4

2 1 2V/3i = 4¢iF

a=2%Z e |-242/3i| =

(%2) & 46/ = 4e'F & ) =5 © 20 =2 4 2%k, k€ Z o 0="4kr, ke

Para k=0, §=%¢€]0,3[.

f € uma fungao continua, de dominio [0, +oo[, cujo grafico admite uma assintota hori-

zontal logo sabemos que:

lim £ —0 e lim f(z)=b, combeR

r—too T T—+00

A fungao g s6 esté definida em [0, +o0[, logo vamos determinar uma equagao da assin-
tota nao vertical quando x — +oc.

m = lim glx) _ lim = lim VY (f(x))2+422+5z — lim (f(x))2-|-24x2+5x _
2
N \/ Lo [—(fi?)Q +4§+i—5} - \/( lim )" 440 = VO I50 =2

b= lim [g(z) —2z] = lim [\/(f(2))?+4a? + bz — 2z] =

T—>+00 T—>+00
— lim ( (f(x))2+4m2+5x72x) ( (f(x))2+4m2+5x+2x) — lim (f(z))2+5z .
T—>+00 \/(f(x))2+4x2+5z+2x x—r+00 \/(f(a:))2+4x2+5x+2x
2 lim @02 s
~ lim (f(ac); +5z _ LAm g + _ 045 _ 5
r—+00 \/(f(x))2+41?2+5$+233 \/ lim (f(2))2 442245z 42 \/0+4+0+2 4
i x—+00 I2
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Concluimos que a reta definida por y = 2z + 2 é assintota obliqua do grafico de g
quando x — +00.
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