Exame 12 Fase 2024 Matematica 12°

Proposta de Resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A

Prova 635 | 12 Fase | Ensino Secundario | 2024

1. Vamos considerar uma func¢do f de dominio R e contradominio [—1, 3]:
VeeR, —-1<f(z)<3
sVreR, —-1<f(x—2)<3
sVreR, —-14+41<f(z—2)+41<3+1

esVreR, 0<g(r) <4

Opgao(C)

2.1. Consideremos os acontecimentos:

V: Ser violinista
E: Ser estrangeiro

e Como % dos candidatos eram violinistas vem que:

P(V)=2

e O nimero de candidatos estrangeiros era igual ao nimero de candidatos por-
tugueses o que equivale a:

e Sabemos também que % dos candidatos estrangeiros eram flautistas:

PV|E)=3
Recorrendo & definicao de probabilidade condicionada:
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2.2.

\4 vV
E|P(ENYV) 2 l
E|PENV)|PVNE)|;

2 PV) |1

De acordo com a tabela acima, temos que:
P(ENV)=P(E)-PENV)=

P(ENV)=PV)-PENV)=

A probabilidade de esse candidato ser portugués, sabendo-se que é violinista é
igual a:

_ P(ENV)

P(E|V) = HED

S ST

Tendo em conta que a ordem em que se sentam os musicos interessa, temos A
hipoteses diferentes de sentarmos os 3 contrabaixistas na primeira fila que tem 4
lugares disponiveis.

Como existem 2 filas com quatro lugares disponiveis, o nimero de maneiras dife-
rentes de sentar os trés contrabaixistas numa das duas filas ¢ igual a *A5 x 2.

Da mesma forma, os restantes 5 musicos também podem trocar de lugar entre si,
logo temos 5! maneiras diferentes para os sentar nos cinco lugares que faltam.

Portanto o nimero de maneiras diferentes de dispor os oito misicos, ficando os
trés contrabaixistas numa fila é igual a:
A5 x 2 x 5!

Opcao(B)
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2.3.

3.1

Seja u,, a progressao aritmética de razao r igual a 10 que representa o tempo em
minutos que a constanca praticou, para se preparar para a audigao de violino,
durante m dias.

Sabe-se que uy = 60 e que S,, = 2970.
u, u, U 60 Us ,,,

A A A
+10 +10 +10 +10

Através do esquema anterior conseguimos escrever uma equagao para determinar
o primeiro termo da progressao:

Uus=u +3r <= 60=u+3 x10 < u; =30

O termo geral da progressao ¢ u, = u; +r(n—1) =30+ 10(n — 1) = 20 + 10n.

Usando a féormula da soma dos m termos da progressao aritmética u,, vem que:
Spp = Etn x & 2970 = H20EI0M 5 4y o 2970 = O™ 0 &

& 2970 = 50m +10m? & 10m?+50m —2970 = 0 < m = 2020 —DA0NT0 o

Sm=-=27T V m=22

O valor de m é um ntimero inteiro positivo logo m = 22.

Através da equagao que define a reta BC', sabemos que o seu vetor diretor tem
coordenadas (2, 3,6).

Como o plano ABF é perpendicular a reta BC, o vetor (2,3,6) é um vetor
normal do plano. Assim a equagao do plano é da forma: 2z + 3y + 6z + d = 0.

Como o ponto A pertence ao plano ABF', substituindo as coordenadas do ponto
A na equacgao do plano, conseguimos determinar a constante d:

20 +3y+624+d=0 & 2x4+3x(—4)+6x(-3)+d=0 & d=22

Logo, ABF :2x+ 3y + 62z +22=0.
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Opgao(A)

3.2. O ponto B tem a ordenada igual ao dobro da abcissa, logo o ponto B tem coor-
denadas (z, 2z, z) e pertence a reta BC.

Substituindo o ponto B na equagao vetorial da reta BC conseguimos determi-
nar as suas coordenadas:

r =342k xr=3+2k
y=5+3k ,keR &< 2x=5+3k ,keR &
z =1+ 6k z=1+4 6k

& ¢ 2(3+2k)=5+3k  keER < k=-1 ,keR &

\

(2 =3+2x%(—1) r=1
Sey=56+3x(-1) ,keR &< y=2 ,keR
[ 2=1+6x(-1) z=-5

O ponto B tem coordenadas (1,2, —5).

Com as coordenadas dos pontos B (1,2,—5) e 0(0,0,0) podemos calcular as
coordenadas do vetor O? e a sua norma:

OB =B—-0=(1,2,—5) — (0,0,0) = (1,2, —5)

1Bl =/ 7+ 2 + (57 = Va0

Sabendo as coordenadas dos pontos A (4, —4, —3) e O (0,0, 0) podemos determinar
as coordenadas do vetor OA e a sua norma:

OA=A—0=(4,—4,-3)—(0,0,0) = (4, —4,—3)

e
10| =P+ =17+ (3] =V
Usando a féormula do angulo formado por dois vetores temos que:
a1 N _ O_A>O? =~ AN _ (4:_47_3)'(1)27_5)
cos(OA O?) = BAoE < cos(OA O?) = Ei A ©
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& COS(O—1>4AO?> = % & COS(O—1>4AO?) = \/1121W &

& AOB = cos™! (\/EW) o AOB ~ 72°

3.3. O ntmero de casos possiveis corresponde a todas as possibilidades de selecionar,
ao acaso, dois vértices de cada uma das bases do prisma, ou seja, a 4Cy x 4C5.

Como o prisma tem 4 faces laterias entao s existem quatro hipoteses de escolher
os 4 vértices e estes pertencerem a uma mesma face lateral do prisma. Logo o
nimero de casos favoraveis é igual a 4Cy x 4Cy — 4.

Usando a regra de Laplace, a probabilidade de os quatro vértices selecionados
nao pertencerem a uma mesma face lateral do prisma ¢é igual a:

402 ><40274 _ 8

4Cyx4Cy 7 9

4. In*zr—lnz—-2<0 A >0
Fazendo a mudanca de varidvel y = In x, ficamos com a inequacao de 2%grau:

¥ —y—2<0

Vamos comecar por resolver a equacao y> —y — 2 = 0 aplicando a férmula resol-
vente:

_ “Zac 1+4/(—1)2—4x1x(-2)
,y2 —y - 2 =0 & y = bivgli 4 & y = — & oy = l:t\/21+8
3

< y:—liQ‘/g & & y:%Vg/:% S y=2Vy=-1

Passando para a variavel original x, as solucoes da equagao sao:

1

e

nmz=2V hr=-lozrx=e2Vr=clor=e V =
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Vamos agora desenhar a parabola para saber qual o intervalo que satisfaz a inequagao
In®z—lnz—2<0:

Pela figura acima concluimos que = € ]%, e? [

5.1. Vamos comegar por determinar a expressao algébrica da primeira derivada da
fung¢ao g no intervalo |1, +oo:

g/(l') - (12 — 3z — QIDZI})/ = 2r —3 — % — 2x2—;>z—2

Os extremos relativos de g correspondem aos zeros da primeira derivada, logo
temos que:

gJa)=0 & 252 () & 22230 -2=0 A £0 &

_ 3E4/(—3)2—4x2x(-2) 1

& = 550 S r=—= V =2

Logo, ¢'(x) tem um zero em |1, +o0[ igual a 2.
J(3) <0
g (3)>0

De modo a estudarmos a monotonia da fung¢ao g vamos construir um quadro
de sinal:
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5.2.

T 1 2 +00
g (z) | nd. | - 0 +
g(x) | n.d. | N\ | Minimo a

O grafico de g é decrescente no intervalo |1,2] e é crescente no intervalo [2, +ool.

9(2)=4—-6—-2In2=-2-2In2

A func¢ado g tem um minimo relativo em =z = 2 igual a —2 — 21n 2.

Calculando o valor da fun¢ao g no ponto x = 1:

g(1)=1-3—-2In1=—-2

Calculando o valor do limite lateral da fungao g quando xz — 17:

li = lim (2% — 3z — 2Inz) = —2
S ote) = B (= e = 2hoe)

Calculando o valor do limite lateral da fun¢ao g quando x — 17:

lim g(z) = lim [ T —ex*k] — — lim —=2=L_

ex—1_

er—1-1

r—1— r—1— rz—1-

(*1)

1—6

1-k _

Fazendo a mudanca de variavel: y =2z —1 (y - 0~ quando z — 17)

(%)) = ———5— —e'"™"=—-1—¢'"F  (Limite notavel)

lim
y—0—

Como a fungao g é continua em x = 1 entao vem que:

lim g(x) =g(1) = lim g(z) & -1 —¢c*F=2sct=1cl1-k=hls

T—1— z—1t

S1-k=0&k=1
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6. 1-D)

Pela observacao do grafico sabemos que 5% + 15% + 10% = 30% dos alunos teve

classificacao inferior a 13. 30% de 20 equivale a 0,3 x 20 = 6 alunos.

II - ¢)

A partir do grafico conseguimos fazer uma tabela de frequéncias absolutas:

‘ ~ Frequéncia

Classificagoes Absoluta
g 0,05 x20=1
10 0,15 x20=3
19 0,1x20=2
13 0,2x20=4
14 0,25 x20=5
17 0,2x20=14
20 0,05 x20=1

Introduzindo os dados desta tabela na maquina de calcular conseguimos ter os valores
da mediana, média e do desvio padrao:

HORHAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HMP n

x=13.6
Ix=272
Ixt=3864
Sx=2.945111918
ox=2.870540019
n=20
minXx=8

LQ1=12

HORHAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP n

tSx=2.945111918
ox=2. 870540019
n=20

minX=8

Q1=12

Med=13.5
Q3=15.5
.maxx=2@

A mediana corresponde ao valor z = 13, 5.

I1I - b)

A média da amostra ¢é igual a T = 13, 6.

IV - a)

O desvio padrao desta distribuicao, arredondado as décimas é igual a 0 = 2,9.
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7. Como Dy = R\ {0} e sabendo que f é continua no seu dominio pois resulta de ope-
racoes entre fungoes continuas, a tnica possivel assintota vertical do grafico da fungao
f,éaretaxz=0.

. . _ . 1—cos z)(1+cos x) : 1—cos®x : 1
lim f(z) = lim i=eosz — iy (zcosz)tcosz) _ 5 l—cosa o jipy 1
z—0t f( ) z—0t zt z—0t z#(1+cos @) z—0t z? z—0t 2% (1+cos )

Concluimos que a reta x = 0 é a Unica assintota vertical do grafico de f.

8. Afirmacao I

Sabendo que lim f(z) # f(2) entdao a fun¢do nao é continua em = = 2, ou seja,
T2~

a func¢ao nao é continua em [1,3]. Assim nao podemos aplicar o teorema de Bolzano-
Cauchy em ]1,3[. A afirmacao I ¢ falsa.

Afirmacao 11

Consideremos a fungao %

B 7 = T m — =

M = e T P

Como lim + e lim —‘- sdo ambos finitos concluimos que a reta definida por = 2

e F@) 7 ot f(@)
nao ¢é assintota vertical do grafico de % A afirmagao II é falsa.

9. Usando uma regra de trés simples e sabendo que a area de uma circunferéncia ¢é igual
a mr?, conseguimos escrever a area do setor circular BOA em funcao de a:

Area Angulo
T x 22 —_ 27
Asetor circular — o

LOgO vem que Asetorcircular =2«
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10.

A area do trapézio [OBCD] ¢ igual a:

A[OBC’D] = % X h = 70';;% X C_D

Seja B’ o pé da perpendicular do ponto B sobre a reta OA.

Vamos aplicar a razao trigonométrica do cosseno ao tridngulo retangulo [OBB’] de
forma a determinarmos DO:

cosa =2 & cosa = Ofl & OB ' =2cosa e DO =2cosa

Pela observacao da figura vem que CB = 2 x DO = 4 cos a.

Para calcularmos C'D vamos aplicar a razao trigonométrica do seno ao triangulo re-
tangulo [OBB’]:

sina = 28 & gina = BTB' & BB =2sina < CD = 2sina

A 4area do trapézio [OBCD] ¢ igual a :

Ajopep) = 22203468 » 9sina = 3 x 2cos asina = 3sin (2a)

A area da regiao sombreada é dada, em funcao de «, pela expressao:

Aregi&o sombreada — Asetor circular 1 A[OBC’D} = 2+ 3sin (20()

Sabe-se que existem dois valores distintos de #, sendo um desses valores o dobro do ou-
tro, aos quais corresponde a mesma intensidade minima da forga, em newton, a aplicar
no ponto B , para que se inicie o movimento da caixa.

Consideremos 6, € ]O 2 [, o menor desses dois valores, o que corresponde & equagao:

g

— 4095 _ 4095
F(61> o F(201) = 5sinf1+12cosf1 ~ 5sin (201)+12 cos (2601)

Recorrendo a calculadora grafica e fazendo a interse¢ao das duas fungoes da equacao
acima, temos:
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":"2 CEHBSEXAEsIniZRI#12Co5(2RI0)

H=a. 25315'11 ¥=317.74737

Considerando I o ponto de intersecao visualizado na maquina, as suas coordenadas
arredondadas as centésimas sao: 1(0,26; 317,75).

O valor de #; em radianos, arredondado as centésimas, é igual a 0,26.

11. Consideremos o ponto A o afixo de um ntiimero complexo z4.

Pela observagao da figura concluimos que Arg(z,) = 2.

17

Escrevendo o nimero complexo z4 na forma trigonométrica, z4 = 2e

Sabendo que A é o afixo de uma das raizes ciibicas do nimero complexo w, conse-
guimos calcular w através da equagao:

3w x3

Jw=zaow= (24> w=(2%) o w=2%""2

-9 - T
Sw =82 & w=_8e"2

Opcao(C)

12. Escrevendo o ntiimero complexo z na forma algébrica:

2o 4029 2 _4di 2 _9_ 9

2 o . . .
5 = =4 —m—2—27,—22—2—4l

Consideremos o ntumero complexo w = a + bi, com a,b € R.

Assim temos que o produto de z com w, na forma algébrica, é igual a:
zXw=(2—4i) x (a+bi) =2a+ 2bi — 4ai — 4bi* = 2a + 4b + (2b — 4a)i
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13.

Como o afixo do niimero complexo z X w pertence a bissetriz do terceiro quadrante
entao temos que:

Re(z x w) =Im(z x w) < 2a+4b=2b—4a < b= —3a
Re(z xw) <0 A Im(zxw)<0

Sabendo que o nimero complexo z x w tem modulo igual a 5v/2 e substituindo b = —3a,
vem que:

12a + 4b + (2b — 4a)i| = 5v/2 < /(2a + 4b)2 + (2b — 4a)2 = 52 &

& (2a+4b)2 + (20 — 4a)? = (5v/2)% & (2a +4 x (—3a))? + (2 x (—3a) — 4a)? = 50 <

1

& (—10a)* 4 (-10a)? =50 & a* = ;1 & a = +3
Considerando a = —% eb=—-3x —% = %, conseguimos determinar o nimero complexo

z X w na forma algébrica:

Z2xw=2a+4b+ (2b —4a)i = -1+ 6+ (3 +2)i =5+ 5i € 1° quadrante

3

—3, conseguimos determinar o niimero complexo

Considerando a = % eb=—-3x % =
z X w na forma algébrica:

zxw=2a+4b+ (20 —4a)i =1—6+ (=3 — 2)i = —5 — 57 € 3° quadrante

Concluimos que a = % eb= —% porque z X w € 3° quadrante.

w=a-+bi=z— 21

[\J[o)

1
2

Vamos comecar por determinar a expressao algébrica da primeira derivada da fungao

f:

f(z) =22 +bx +5) =4x+ b

Como o declive da reta tangente ao grafico da func¢ao f no ponto de abcissa = é igual
ao valor da derivada nesse ponto, vem que:
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m=f'(z) &m=4x+b

O ponto de tangéncia é um ponto comum (ponto de interse¢do) ao grafico de f e
a reta tangente assim chegamos a equagao:

flx)=mz+1& 222 +br+5=mz+1

Resolvendo o sistema conseguimos determinar o ponto de abcissa x:

m =4z +b
= =
22 + b +5=mx + 1 202 +br+5= 4z +b)x + 1 202 +br+5= 4z +b)x + 1

= = = =
{2x2+bx+5:4x2—l—bx+1 {—2x2+4:0 {w2:2

<:>{:1c:\/§ Vo or=—2 <:>{x:\/§, x>0

A abcissa é igual a V2.
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