Exame Epoca Especial 2021 Matematica 12°

Proposta de Resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A

1.1.

1.2.

Prova 635 | Epoca Especial | Ensino Secundario | 2021

Sabendo que o plano « é perpendicular a reta BE entao o vetor normal ao plano
« tem de ser colinear com o vetor BE.

O vetor normal ao plano da opgao A, de coordenadas (—1,6,2), é colinear com o
vetor lﬁ . Da mesma forma o vetor normal ao plano da opcao C, de coordenadas
(1, -6, —2) também ¢ colinear com o vetor BE.

Como os vetores normais aos planos da opgoes B e D nao sao colineares com
o vetor BE excluimos estas duas opgoes.

Vamos verificar se o ponto de coordenadas (1,0, 1) pertence ao plano da opgao A:

—x+6y+2:=0&—-140+2=0<1=0 (Nao pertence)

S6 pode ser a opgao C mas vamos confirmar que o ponto de coordenadas (1,0, 1)
pertence ao plano da opgao C:

r—6y—2z41=014+0-2+1=0<0=0 (Pertence)

Opcao(C)

Com as coordenadas do ponto E e do vetor ﬁ conseguimos calcular as coorde-
nadas do ponto B:

BE=E-Be B=(-26,2)—(~1,6,2) & B =(—1,0,0)

Através da formula do volume da piramide vamos determinar a éarea da base
quadrada da piramide:

V[ABCDE} = Ab3><h < 20 = % & Ay =10

Como A, = 10 entao aresta puse = d(AB) = /10.

A Raquel Explica-te 1



Exame Epoca Especial 2021 Matematica 12°

Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo [OAB|, vamos deter-
minar a distancia do ponto O ao ponto A:

h?=c 4 < (V10)2 =12+ d*(0A) < d*(0A) =9 < d(OA) = +£V/9 &
& d(OA) =3
Ou seja o ponto A tem coordenadas (0,0,3).

Calculando as coordenadas do vetor zﬁ :
AB = B—A=(~1,0,0) - (0,0,3) = (—1,0, —3)

2. Vamos comecar por considerar o angulo o = POT.

Observando a figura sabemos que o ponto A tem coordenadas A(r,0) e o ponto B
tem coordenadas B(0, 7).

Usando as razoes trigonométricas no triangulo [TOP] concluimos que o ponto P tem
coordenadas P(r cos a, rsin ).

BS+ AT =yp—yp+axa—zp=r—rsina+r—rcosa=2r —rsina —rcosa =
=r(2—sina —rcosa)

Usando uma regra de trés simples e sabendo que o perimetro de uma circunferén-
cia igual a 27r, conseguimos escrever a em funcao de d e de 7:

Perimetro Angulo
2mr — 27
d — «

—d
Logo vem que o =

IS

BS + AT =r(2 —sina —rcosa) =r(2 —sin (%) — rcos (%))
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3. Existem ao todo 11 x 11 = 121 pontos que pertencem a esta regiao e cujas coordenadas
sao nimeros inteiros.

Substituindo, na equagdo da reta, o x (abcissa) por {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} po-
demos determinar quais deste 121 pontos pertencem a reta y = x + 7:

Sex=0,y="7
O ponto (0,7) pertence a reta

Sexr=1y=28
O ponto (1,8) pertence a reta

Sex=2,y=9
O ponto (2,9) pertence a reta

Sex=3,y=10
O ponto (3,10) pertence a reta

Sex=4,y=11
O ponto (4,11) nao pertence a reta

Concluimos que nesta regiao s6 existem 4 pontos pertencentes a reta de equagao
y=x+T.

A probabilidade do ponto pertencer a reta de equacao y = x + 7 é igual a:

=~ 0,033

121

Opcao(B)

4. Consideremos um conjunto de doze objetos constituido por cinco livros e sete canetas.

A Fernanda vai oferecer trés livros e trés canetas a um dos netos e os restantes objetos
ao outro, ou seja, a ordem de escolha dos objetos nao interessa e este conjunto pode
ficar com um neto ou com o outro, o que equivale a:

505 x "Cy x 2 =700
Ou entao, a Fernanda vai dar quatro livros e duas canetas a um dos netos, mais uma

vez a ordem de escolha dos objetos nao interessa e este conjunto pode ficar com um
neto ou com o outro, que equivale a:
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504 X 702 x 2 =210

Logo a Fernanda tem 5C5 x "Cy x 2 +5C, x "0y x 2 = 910 maneiras diferentes de
repartir os doze objetos pelos seus dois netos.

5. Recorrendo a definigao de probabilidade condicionada:

__ P(BNnA) 1 __ P(BNA) _ P(A)
P(B|A) = A S 3= P & P(BNA) ==~

3P(A).
R

Aplicando as leis de morgan e sabendo que P(B) =

Assim vem que:
P(ANB)+2P(A) =1—2P(A)+2P(A) =1
6. Calculando o limite da sucessao:
lim u, = lim (2n® — n) = lim n?(2 — 1) = o0

lim (1) = £ (k) = f(5) = F(0%) = +o0

O grafico da funcao f que verifica a condicao lim+ f(x) = +o0 é o grafico da op-
z—0

cao A.

Opcao(A)

7. Consideremos a sucessao u,, = 2n + 1.

Calculando os primeiros termos de ordem impar da sucessao (u,):

Uy = 3, Uz = 77 Us = 1]., Ur = 15,
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Conseguimos perceber que os termos de ordem impar da sucessao u, = 2n + 1 sao os
termos de uma progressao aritmética em que o primeiro termo é igual 3 e razao 4.

Vamos escrever o termo geral da progressao aritmética (r,) em que o primeiro termo
é igual 3 e razao 4:

m=3+n—-1)x4=4n—-1
Assim vem que, 990 = 4 x 200 — 1 = 799

Calculando o valor da soma dos duzentos primeiros termos da progressao aritmética

(Tn):

A soma dos primeiros duzentos termos de ordem impar da sucessdo (u,) é igual a
soma dos primeiros duzentos termos da progressao aritmética (r,):

Sago = 2200 5 200 = 2199 % 200 = 80200
8. Vamos escrever os numeros complexos z; e 29 na forma algébrica:

9 = cosf +isinf

2 = ¢t
2y = 2e'0+™) = 2(cos (0 + 7) +isin (6 4+ 7)) = 2(—cosf — isinf) = —2cosh — 2isin b
21+ 290 =cosf +isinf —2cosf — 2isinf = —cosfd —isinf

Logo o afixo do niimero complexo z; + 25 tem coordenadas (— cos @, —sin 0).

Como 6 pertence ao primeiro quadrante entao cosf > 0 e sinf > 0, ou seja, — cosf < 0

e —sinf < 0. Concluimos que o afixo do niimero complexo z; + 2z pertence ao terceiro
quadrante.

Opcao(C)

Resolvendo a equacgao:
i+ 3% ()P —2=0&i2+1c2 x8e2 —2=0&i2+2e"-2=0%
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. . ; . - 37
Si2—2-2=0i =422 = @zQZ%xi©z2:—4z®z2:4e’7@

~

3T 4 okn
@z:\/é_lei(zzk ), ke{0,1}

Os numeros complexos zy e 21 , escritos na forma trigonométrica, que sao solugao
da equacao:

Parak =0, , z0=2 et

ST

Parak=1, , z1=2 e+
10.

10.1. Como a funcao f é continua em x = 1 entao temos que ter:
lim_ f(z) = Tim f(x) = f(1)
z—1

r— 1t

Calculando os valores do limites laterais da fun¢ao f no ponto x = 1:

e lim f(z)= lim [Smx ) +/{;} — lim -SnE=) g i sinle=l) )—i-k’—

z— 1t z— 1t r— 1t (1-z)(1+z) x—>1+( z)(1+z
T sm(m 1) 1 _ _ —1)
= Jm S5 i g k= = D S g k= ()

Fazendo a mudanga de variavel: y =x —1 (y — 0" quando z — 1%)

(¥1) = — lim Slzy X i+ k=—1+k (Limite notével)

y—0t

e f(1)= lim f(z)= lim[z—2+1In(3—2z)] =—-1

rz— 1~ r— 1~

Calculando o valor de k:
lim f(z)=f(1) & —t+k=-1ck=-1

z— 1t 2

10.2. Vamos comegar por determinar a expressao algébrica da primeira derivada da
fungao f no intervalo | — oo, 1[:

fle)=lr-2+WmB-22)] =1- 35
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Os extremos relativos de f correspondem aos zeros da primeira derivada, logo
temos que:

f@)=0 & 1-32-=0 & 1= & 3-20=2 & z=

—

Logo, f'(x) tem um zero em = = 3.

FO)=1-525=1>0

T 3-2x0 3
£100,8) =1 = 575555 <0
De modo a estudarmos a monotonia da funcao f vamos construir um quadro
de sinal:
T —00 % 1
f(x) + 0 — | n.d.

f(z) v méaximo | N\, | n.d.

O gréfico de f é crescente no intervalo } — 00, %} e é decrescente no intervalo [%, 1 [

fO)=1—-24+m(B-2x1)=-2+n2
A funcgao f tem um maximo relativo em z = % igual a —% +1n2.
11. g(x) = logy(1 — cosx) + logy(1 + cosx) + 2log,(2cosx) =
= log,[(1 — cosz)(1 + cos x)] + 21ogy(2 cos x) = log,y(1 — cos? x) + 21ogy(2 cos ) =

= log,(sin® z) + 2logy(2 cos z) = 2log, (sin ) + 2log,(2 cos 1) =

= 2[log,(sin ) + logy(2 cos x)] = 2log,(2sinz cos x) = 2log,(sin (2z))
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12.

12.1.

12.2.

Com o decorrer do tempo, o niimero de bactérias vivas existentes no tubo tende
para:

. _ 2 . 2( 1,08 -~
lim N, eb08-03" — i N, e ( ¢ 0’3) =Nye > =0
t— +o0 t— +oo

Opcao(D)

Num certo instante, t; , havia, no tubo de ensaio, mais meio milhar de bactérias
vivas do que uma hora antes desse instante, o que corresponde a equacao:

N(t)) = N(t; — 1) +0,5 & 1,63 08170307 — 1 63 L08(1-D-03(1-1 1 () 5

Recorrendo & calculadora grafica e fazendo a intersecao das duas funcoes da equa-
¢ao acima, temos:

Y2163 108K -10-0.3(H-1122)+4...

.BBBBE18 ¥=4.2019529

Considerando I o ponto de intersecao visualizado na méaquina, as suas coordena-
das arredondadas as milésimas sao: 1(2,089;4,202)

O instante ¢;, em minutos, com trés casas decimais é igual a 2,089, o que corres-
ponde a 2 horas e 5 minutos.

13. Vamos verificar a existéncia de assintotas horizontais do grafico da funcao f:
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14.

15.

2 2
lim f(r) = lim —%=2- = lim %
T— —00 f( ) o —oo TP—5T+6 o oo T°

=1

y = 1 é assintota horizontal do grafico de f quando x — —oo.

lim f(r)= lim ZZ% = lim -% — lim Ly =e—t % —-L =0
z— 400 x—+oo € x—+oo € x—+oo €

y = 0 é assintota horizontal do grafico de f quando x — +oo.

e4+3)>5 & de "+ >5 & ;iz—f—ex—E) >0 & (%) —5e"+4>0ANe"#£0
Fazendo a mudanca de varidvel y = e*, ficamos com a inequacao y* — 5y + 4 > 0.

Consideremos a equacao y?> — 5y +4 =0

Usando a férmula resolvente temos:

b+ dac _ 54,/(—5)2—dx1x4
2% = Y= X1

)
1\_/4

Calculando na variavel original x vem que:

S
H
B

¢
w
+
w
<
<
|
o
&
(s

Y= < Y=

S y=1Vvy=14

l=e*Vi4=¢* & =0V z=1n4

Como —2 < z < 2 entao C.S.=] — 00,0 U [In4,4+o00[ N [-2,2] = [-2,0] U [In4,2]

Seja t a reta nao horizontal de equagao y = max + b que é tangente, simultaneamente,
ao grafico de f e ao grafico de g.
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Como o ponto A pertence ao grafico de f tem coordenadas (z4,274%), da mesma
forma, o ponto B pertence ao grafico de g logo tem coordenadas (zg, —(zp — 1)?).

A reta t passa nos pontos A e B entao o seu declive é igual a:

m — YA=YB _ 20p?—(=(zp=1)?) _ 2z4%+(zp—1)?
T xa—zB TA—TRB - TA—TB

Sabendo que A é o ponto de tangéncia da reta t com o grafico de f e B é o ponto de
tangéncia dessa mesma reta com o grafico de g vem que:

m = f'(xa) e m=g'(rp)
Calculando a expressao da primeira derivada das funcoes f e g:
f'(x) = 4w

gx)=-2x—-1)=-2x+2

Portanto f'(z4) = ¢'(xp) & 4daxs = 225 +2 < xp =204+ 1

O declive da reta t em funcao de x4 é:

22424+ (xp—1)2 _ 2%+ (—2x4+1-1)2 _ 6x42
- TA—TRB - za—(—2x4+1) T 3za-—-1

Resolvendo a equagao m = f'(x4) conseguimos determinar z 4:

2 2
m = flea) & G = dea & g

1—4xA:0 AN3ry—1#0&

—6x 4244 1 2 _ 1 _ _ 2 1
@%/\IA%gﬁ—&EA +4ZL‘A—O/\$A7'£§<=>JZA—0\/ZEA—§/\$A7£§

[\

Observando o gréfico sabemos que x4 > 0, assim temos que x4 = 3.

Com o valor de x4, vamos calcular o valor de xp:

xB:—2£L‘A—|—1:—2X§+1:—%
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