Exame 22 Fase 2023 Matematica 12°

Proposta de Resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A

Prova 635 | 22 Fase | Ensino Secundario | 2023

1. A sucess@o (—1)" é igual a —1 quando n é impar e é igual a 1 quando n é par, logo

~ (=17 .
podemos representar a sucessao % da seguinte forma:

—= se n é impar
n

3=

se n € par

lim —+ = lim +
n n

Opcao(D)

2. Seja p, a sucessao dos perimetros da sequéncia dos n tridngulos.

Paran=1 p; =3AB=3

Para n = 2, p2:3ATB:%
Para n = 3, p3:3%:§

A sucessao p, é uma progressao geométrica de razao igual a %

Usando a férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica:

S =p1 x = =3 x 20 g () 6[1—(2)"]

1—

n o, ~ ..
Sabendo que (%) é uma sucessao decrescente apenas de valores positivos e que o

seu maior valor ¢ igual a %, vem que:

WneN, 0<(})"<!
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Vn € N,

N[ =
IN
[S—y
I
~—~

VneN, 6x3

vneN, 3<6[1—(3)"]<6

Assim concluimos que a soma dos perimetros dos n tridngulos da sequéncia é menor
do que 6 unidades, qualquer que seja o valor de n.

3. Vamos considerar todos os niimeros naturais de seis algarismos que é possivel formar
com os algarismos de 1 a 9.

Das seis posigoes possiveis vamos escolher duas para por os dois cincos, como os nu-
meros sao iguais a ordem de escolha nao interessa, ou seja, temos °C5 hipoteses.

Depois de selecionar os dois cincos restam-nos quatro posi¢oes onde pode ficar qualquer
outro dos oito algarismos que sobram. Como os algarismos se podem repetir temos 8*

combinagoes possiveis.

Assim existem 9C, x 8 = 61440 ntimeros naturais de seis algarismos que se podem
formar com os algarismos de 1 a 9 com exatamente dois cincos.

Opcao(B)

4. A e B sa@o acontecimentos equiprovaveis por isso P(A) = P(B).

P(AUB)=1-P(B)+P(ANB)=0,7=1-0,4+P(ANB)& P(AN B)=0,1

Recorrendo & defini¢ao de probabilidade condicionada:

—_

) __ P((AuB)NnB) _ P(AnB)u(BnB)) _ P(AnB) _ 01 __
P((AU B)|B) = P(B) - P(B) ~ P(B) T 04 4

5. Ao todo existem 6n + 1 pontos no conjunto formado pelo ponto V e pelos vértices de
todos os hexégonos da composigao.

n? de casos favoraveis = 6Cy x n

n° de casos possiveis = 1,
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Selecionando, ao acaso, dois pontos desse conjunto, a probabilidade de estes serem
vértices do mesmo hexéagono ¢é igual a:

. . ~ ’ . re 6
P("Os dois pontos selecionados sao vértices do mesmo hexégono" )= Mcf—lxcz (%1)

Aplicando a féormula de calculo das combinacoes vem que:

6n+1C2 _ (6n+1)! _ (6n+1)! _ (6n+1)(6n)(6n—1)! _ 6n(6n+1) _ 36n22+6n _ 18712 +3n

N6nti-2)! — 26n-1) 26n—1)! 2
_ 15n
(*1) = E2isn

Sabendo que esta probabilidade ¢é igual a % conseguimos calcular n através da equacao:

et = 2 < 49 x 15n = 5(18n% + 3n) < T35n = 90n® + 15n & 900 — 7200 = 0 &

&nO0n—-7200=0<n=0V 90n—-T720=0n=0 V n=28
Como n > 3, concluimos que n = §, isto é, esta composicao geométrica é formada

por 8 hexégonos.

6. Substituindo os pontos de coordenadas (1, 5) e (2, 7) na expressao algébrica da fungao
f obtemos o seguinte sistema:

5=a+e’ - a=5—¢b P PR B
7T=a—c? - 7T=5—¢e —e? ()2 +e+2=0

b

Fazendo a mudanca de variavel y = e€” e usando a férmula resolvente:

& & < g
{y2+y+2: {y:—1\/y=2 {eb:—l\/ebZQ {bzan
a=>5—en? a=5—-2 a=
= = =
b=1n2 b=1n2 b=1n2
. sin(2z) . sin(2z)
Tl L 2l 22— (o
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Fazendo a mudancga de variavel: y =2z (y — 0 quando z — 0)

(#1) =2lm = =2 x1=2 (Limite notével)
y—

Opcao(D)

8.1. A superficie esférica de diametro [AG] tem centro no ponto médio do segmento

de reta [AG] e raio igual a 42,
Vamos determinar as coordenadas do ponto médio:

13
4412 0+35 o042
M[AG]( 2 02 2 )

Mgy (8,72,1)

) 40

Usando a formula da distancia entre dois pontos conseguimos calcular o raio da

superficie esférica:

44G) = - 129+ - ()] +0-2p = /2

21
O raio da superficie esférica de diametro [AG] é igual a Z

A superficie esférica de diametro [AG| tem equagao:
(r=8)"+ (=) + (-1 =4
Opcao(A)

21
2

8.2. Sabendo as coordenadas do ponto G e um vetor diretor da reta F'G, uma equacao

vetorial desta reta é:

GF: (z,y,2) = (12,2,2) + k(3,4,0), keR

’» 9

O vetor diretor da reta E'L tem coordenadas (3,4,0) e é também um vetor normal

ao plano AF'E.

A equagao do plano AFE é da forma:
r+4y+d=0
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Como o ponto A pertence ao plano AF E, substituindo as coordenadas do ponto
A na equacao do plano, conseguimos determinar a constante d:

3r4+4y+d=0 & 3x4+d=0 & d=-12
Uma equagao do plano AFE é: 3x + 4y — 12 = 0.
As coordenadas genéricas de um ponto P pertencente a reta GF' sao:

P(12 4 3k, £ + 4k, 2)

Como o ponto F pertence ao plano AFE (ponto de interse¢ao do plano AF'E com
a reta GF'), substituindo as coordenadas do ponto genérico na equagao do plano
AFE conseguimos calcular a constante k:

312+ 3k) +4(2 +4k) —12=0 & 36+9k+26+16k—12=0 &

& 25k=-50 & k=-2 & k=-2

25

Substituindo £ = —2 nas coordenadas genéricas do ponto conseguimos saber
as coordenadas do ponto F:

9. Pela observacao da figura sabemos que:

DC = DO+ 0OC
DE = DC +CE = DO +OC + CE

DC.DE = (DO + 0C).(DO + OC + CE) =
— DO.DO + DO.OC + DO.CE + 0C. DO + OC.0OC + OC.CE = ()

Os vetores lﬁ e O? sao perpendiculares, bem como os vetores O? e C? entao o
seu produto escalar ¢é igual a zero.

(%2) = DO.DO + DO.CE + 0C.0C = (%3)
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10.

11.

Aplicando a férmula do produto escalar entre dois vetores vem que:

DO.DO = ||DOJJ? x cos0 = (24)? = o4
DO.CE = ||DO|| x ||CE|| x cosm = & x (OA — OA) x —1 = —OA 204 _ _ 204"

3

0C.0C = ||O?||2 x cos0 = (%)2 — o

©

(3) = OA" 204" , OA _ OA’ | OA' _ —160A°+90A° _ —70A’
37 79 9 16 9 6 144 Y

Sabendo que @ lﬁ = —7 conseguimos calcular OA através da equacio:

108 _ 7 OA =144 OA=+V1d4 & 0A=12 OA >0

144

Sabendo que g é uma fung¢ao par lim g(x) = lim+ g(x) = +00. O referencial III nao
z—1— r——1

representa a fungao g em | — oo, 0[\{—1} pois lim+ g(x) = —o0.
Tz——1
Sendo a fungao g diferenciavel no seu dominio R\ {—1,1} e como 0 € D, entdo g
¢ continua em x = 0, ou seja, lim g(xz) = lim g(z) = ¢(0).
z—0 z—0~

Se g(0) < 0, concluimos que lim g(x) < 0. O referencial I ndo representa a fun-
z—0"

¢ao g em | — oo, 0[\{—1}.

Como ¢'(z) <0 Vz €]—o0,—1[ entdo a fungao g é decrescente no intervalo | — oo, —1]
por isso o referencial II nao representa a func¢ao g em | — oo, 0[\{—1}.

Sabemos que o ponto A pertence ao semieixo imaginério positivo e é o afixo de um
numero complexo 2.

. . , . ] T
Escrevendo o nimero complexo z; na forma trigonométrica, z; = |z|e'z.
Como o triangulo [ABC] ¢ equilatero, entdao AOB = 2.

O ponto B é o afixo de um nimero complexo zy, pela observacao da figura sabe-

mos que Arg(z) = Arg(z) + 2 = 5 + 2 = Iz,

) ) L Tn
Escrevendo o nimero complexo 2z, na forma trigonométrica, zo = |2z;]e' .
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Vamos calcular 232 X 2o:

212X 2y = (|21]e’%)2><|22]e"% =el = \,21|2€”r><|,22\ei%w = |21]2\22|ei(w+%) = \21]2\22\ei(w7ﬂ)

Concluimos que Arg(z,? X z) = 27,

1371'_2

S 7 = % € 12 quadrante.

O afixo do niimero complexo 2,2 X 2, pertence ao 1° quadrante.

Opcao(A)

12. Escrevendo —1 — v/3i na forma trigonométrica:

tg 0 = =¥3 tg 0 =+/3
90==Y o Jt90=13 G 61 o |—1—3i| =2
0 € 3 ° Quadrante 0 € 3 ° Quadrante

Logo —1 — v/3i = 265

Vamos simplificar o nimero complexo z:

. X 3
_ 2illelr  2i3eitr _ —2iel 21 F cio _ 61(77”'_0‘) _ i(%r-l-a—%r) _ i(%—l—a)
Z = _1_\/3 - P G4mO ;A - ;A =€ =€
i 2e'3 2e'3 2e'"3 e'’3
Sabendo que Re(z) = —Im(z) entdo o nimero complexo z pertence a bissetriz dos

quadrantes pares.

Por outro lado também sabemos que o afixo de z pertence ao 42 quadrante, ou seja,
T _In

arg(z) =21 — 5 =&

Assim temos que:
T+a="T42%r, kel

a:119—27r—|—2k7r, keZ

13. p(j) € o valor da prestagao mensal a pagar, em euros, dado em funcao da taxa de juro
anual inicial aplicada, j , em percentagem.
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14.

p(27) é o valor da prestagdo mensal a pagar, em euros, no caso de a taxa de juro
anual inicial duplicar.

No caso de a taxa de juro anual inicial duplicar, a prestacao mensal aumentard 120
euros, o que corresponde a equacao:

p(2j) = p(j) +120 & 25y = OB 120
1—(1+%g)0) 1—(1+%00)

Recorrendo a calculadora grafica e fazendo a intersecao das duas fungoes da equacao
acima, temos:

YasB2 5H)A1-C1+(K 12000)"("1200.,

Intﬁr:ét‘ti-':-n
H=3.288921 Y=853.97164

O valor a taxa de juro anual inicial, arredondado as milésimas ¢ igual a 3, 281%.

14.1. Como Dy =|0, +00], a tnica possivel assintota vertical do grafico da funcao f ¢ a

reta x = 0.
lim f(.’L') — ljmp otz _ In0"4+0 _ —oco+0 __ — 00
z—0t z—0t z ot 0+

Concluimos que a reta x = 0 é assintota vertical do grafico de f.

A fungao f s6 esta definida em ]0, 4+o00|, logo vamos averiguar a possivel exis-
téncia de uma assintota horizontal quando x — +oc0.

lim f(zr) = lim 2E222 — Jim (B2 4 22) — ipm 2249 — 042 = 2
T—r+400 T—r+00 T—+400 T—r+00
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14.2.

(Limite notavel)

Concluimos que f(x) tem uma assintota horizontal de equacdo y = 2 quando
T — +00.

Vamos comecar por determinar a expressao algébrica da primeira derivada da
funcao f:

142)2—(1
f/(ZE) — (MT"‘M)/ _ (z+2)z xgna:—i—QJJ) _ 1+2m—xl;1m—233 _ 1—$1§1x

Os extremos de f correspondem aos zeros da primeira derivada, logo temos que:

flla)=0e 1 =0s1-he=0A 2?40 he=1Az#£0&
Sr=e ANzx#0

Logo, f'(x) tem um zero em x = e.

f(1) =5t =1>0

f/<3) — 17312n3 — lfén3 <0

De modo a estudarmos a monotonia da funcao f vamos construir um quadro
de sinal:

fl(x) | nd. | + 0 -

f(z) | nd. | | Maximo AW

O grafico de f é crescente no intervalo |0, e] e é decrescente no intervalo [e, 4+00].

f(e) _ Inet2e __ 142e __ l+2

e € €

A fungao f tem um maximo relativo igual a % + 2.

15. Vamos aplicar a razao trigonométrica do cosseno ao triangulo retangulo [OTA| de forma
a determinarmos O A

oT _ 2 A 2
m(:Hzosa—m(:)OA—COSa

cosa =
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16.

Para calcularmos OB vamos aplicar a razao trigonométrica do cosseno ao triangulo
retangulo [OTB]:

T _ _ OoT ; - 2 )
COS(2 a)—@@sma—@@)OB—sina
A area do triangulo |[ABC] ¢ igual a:
A _ basexaltura __ 20AxOB __ 2Xc0§axsi§a _ 8 _ 8
[ABC] — 2 - 2 - 2 T 2Xcosaxsina  sin2a

A funcdo f esta definida, em R* | por f(z) = %, ou seja, ¢ uma fungdo de proporcio-

_I7

nalidade inversa e o seu grafico é uma hiperbole.

Sejam P e () dois pontos com a mesma abcissa pertencentes ao grafico de f e g,
respetivamente.

As coordenadas destes dois pontos sao da forma:

P(a,5) e Qa,—7)

Vamos determinar a equacao da reta s.

A expressao da primeira derivada da fungao f é f'(x)

Il
—~
8 |
~—

<

Il

|
le”‘

Calculando o valor da derivada de f no ponto de abcissa a obtemos o declive da
reta s:

A equagao da reta s, tangente a funcao f, no ponto de abcissa a é da forma:

S: y:—a—]‘;x+b

Como o ponto P pertence a reta s, basta substituir as coordenadas deste ponto na
equacao da reta para calcularmos a constante b:

A Raquel Explica-te 10



Exame 22 Fase 2023 Matematica 12°

Agora vamos determinar a equagao da reta t.

A expressao da primeira derivada da funcao g é ¢'(z) = (g)/ =%

Calculando o valor da derivada de g no ponto de abcissa a obtemos o declive da
reta t:

g'(a) =35
A equacgao da reta t, tangente a funcao g, no ponto de abcissa a é da forma:

try = a%x +0b
Como o ponto () pertence a reta t, basta substituir as coordenadas deste ponto na
equacao da reta para calcularmos a constante b:
y:a%x—i—b@—%:ﬁ ><a+b<:>b:—%

a2

Logo t: y:f—Qm—%

a

Como o ponto R é o ponto de interseccao das retas s e t, vamos igualar as duas
retas para determinar a abcissa de R:

ko4 2k _ k.. 2k . 2k _ 4k _
—srt+ S =Sr— e Sr=""9r=2a
.. k 2k
A ordenada do ponto R éigual a yp = —5 X 2a+ 2 =0

As coordenadas do ponto R sdo da forma R(2a,0).
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Representando graficamente as fungoes f e g e os pontos P, () e R:

A
Y
k
a
>
X
k
a
Calculando a area do triangulo [PQR]:
A _ basexaltura _ PQx(zr—zp) __ %Xa _ 2k __ k
[PQR] = 2 - 2 -2 T2 T
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