Exame 12 Fase 2023 Matematica 12°

Proposta de Resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A

Prova 635 | 12 Fase | Ensino Secundario | 2023

Ltim (14 2)" = (Tim (1 4+ %)”)2 = ¢

Op¢ao(C)

2. Seja (uy) a progressao aritmética de razao 2 onde u; = [AB].
Sabemos que Sigop = 104 m = 10400 cm.

Usando a formula da soma dos 100 primeiros termos de uma progressao aritmética
vem que:

Sigo = “EH0 5 100 < 10400 = LFULEI2 5 100 < 10400 = 2978 % 100 <
& 2uy + 198 = 109082 o 94y +198 =208 & uy =5

O comprimento do segmento de reta [AB] ¢ de 5 cm.

3. Vamos comegar por determinar a expressao algébrica da segunda derivada da funcao f:

f”(als) ~ (—21:61’2””2)’ = —2e!7 4 (=2x)el " (—2z) = —2e'7 4 4g2el " =
=e' 7" (-2 + 427)

Os pontos de inflexao de f correspondem aos zeros da segunda derivada, logo temos que:

flx)=0 e (24422 =0 < % =

0 (cond. impossivel) Vv _2“‘4172 =0«
& 42 =2 @x:i\/g@ gg:_\/T5 \/ng

De modo a sabermos o intervalo em que o grafico de f tem concavidade voltada para
baixo e concavidade voltada para cima, vamos construir um quadro de sinal:
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_ v v
o o0 -3 5 +o0
@)+ 0 | -] 0 +

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [— X2, —} e tem a

concavidade voltada para cima no intervalo ] — 00, —\/75] U [\/75, —+00 [

As abcissas dos pontos de inflexdao do grafico de f sao —‘/75 e \/75

4.1. Calculando o valor da fun¢ao g no ponto z = 1:

g(1)=7x3"1-3=7-3=4

Calculando o valor do limite lateral da fungao g quando z — 1%:

lim g(z) = lim (7 x 371 - 3) =4

r—1t z—1t

Calculando o valor do limite lateral da fun¢ao g quando x — 17:

. T dr—4 7 4(z—1) : z—1
xlir{l— f(x) N :cllgl— es~i-1 = :L‘llgl— es~i-1 = 4xli>r?— e~i-1 = (*1)

Fazendo a mudanca de variavel: y =z —1 (y - 0~ quando z — 17)

(#1) =4lim 45 = —5—+ =4=1=4  (Limite notével)
y—=0 ¢ A
Como lim g(z) = ¢(1) = lim g(x), entdo a fungao g é continua em x = 1.
r—1— z—1+

4.2. logg (g(z)) =z +1logz2 A g(z) >0 &
& logg (7x 3" —3) =logg 3" +logg2 A Tx 31 —3>0«
& logg (7 x 3771 —3) =logg(3" x2) A3 > 2 &
<:>7><3I><3_1—3:2><39”/\:c—1>log3%<:>
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5.1.

5.2.

><3”3—3—2><3“7:0/\x>10g3%+1(:>
m(%—Q):B/\x>130g3§+1(:>

(3)23/\x>10g37+1<:>
=93¢ =3F Ar>lgi+le
<:>x:2/\x>log3%—|—1

2€[l,4o0] e 2 6]10g3%+1,+oo[entéo2ésolu<;éo da equacao.

C.S.= {2}

Existem 8 possibilidades para que a Ana, o Diogo e o Francisco fiquem juntos.
Tendo em conta que a Ana, o Diogo e o Francisco podem trocar de lugar entre si,
temos 3! maneiras de os dispor lado a lado em linha reta.

Da mesma forma, os restantes 7 jovens também podem trocar de lugar entre
si, logo temos 7! maneiras diferentes para dispor na fila.

Portanto o nimero de maneiras que se podem dispor os dez jovens na fila, de
modo que a Ana, o Diogo e o Francisco fiquem juntos é igual a:

8 x 3! x 71 = 241920

Opcao(B)

Consideremos os acontecimentos:

S: Praticar surf
K: Praticar skate

Como 65% praticavam surf vem que:

P(S) =0,65

Sabemos também que 20% praticavam skate e nao praticavam surf :
P(KNS)=0,2

Quatro em cada cinco dos que praticavam surf também praticavam skate o que
equivale a:
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5.3.

6.1.

P(K|S) =3

S S

K| P(KnNS) 0,2

=l

P(KNS)|PKNS)

0,65 0,35 1

Recorrendo a defini¢ao de probabilidade condicionada:

S S
P(K|S) = o5 & 1 = 2058 « P(K N S) = 0,52

De acordo com a tabela acima, temos que:
P(KNS)=P(S)—P(KN S)=0,65—0,52=0,13

A probabilidade de esse jovem, no questionério, também ter respondido que pra-
ticava surf é igual a :

T\ P(fﬂS) _ 0,13 _ 13
P(S|F) = 208 — 018 _ 18

Seja x o numero de jovens com 14 anos, ou seja, 70 —x é o nimero de jovens com
13 anos.

P("selecionar dois jovens com idades distintas")= % 2=
& —a? 4+ 700 =220 o 32 + 70z — 1104 =0 2 =24 V 2 = 46

z(70—1x)
2415

=
Como o numero de jovens com 14 anos é maior do que o nimero de jovens com
13 anos entao =z = 46.

O numero de jovens com 13 anos que ha no grupo é igual a 70 — 46 = 24.

A reta OD tem a mesma direcao da reta AC', por isso o seu vetor diretor tem de
ser colinear com o vetor diretor da reta AC.

Como o vetores (0,3, —4) e (0,4,3) ndo sao colineares entao a Opgao(C) e a
Opcao(D) estao excluidas.
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6.2.

Os vetores (0,4,3) e (0, 2, %) sao colineres porque (0,4,3) = 2(0, 2, %)

Vamos verificar se o ponto O (0,0, 0) pertence a reta definida na Opgao(A):

0=0 0=0
0=6+2k < k=-3
0=8+3k k=1

Como —3 # —% entdo o ponto O(0,0,0) nao pertence a reta da Opgao(A),
logo esta opcao esta excluida.

Vamos confirmar que o ponto O (0,0,0) pertence a reta definida na Opgao(B):

0=0 0=0
0=—-4+2k ©k=2
0=—-3+3k k=2
Opcao(B)

Sabendo que OF = 12,5 entdo as coordenadas do ponto E sao (0; 12,5; 0).

O vetor diretor da reta AC' tem coordenadas (0,4, 3) e ¢ também um vetor normal
ao plano CBFE.

A equacao do plano C'BFE é da forma:

dy+32+d=0

Como o ponto F pertence ao plano C'BE, substituindo as coordenadas do ponto
E na equagao do plano, conseguimos determinar a constante d:

dy+324+d=0 & 4x12,5+3x0+d=0 & d=-50
Uma equagao do plano CBE é: 4y + 3z — 50 = 0.
As coordenadas genéricas de um ponto P pertencente a reta AC sao:

P(10, 4k, 3k)

Como o ponto C pertence ao plano CBE (ponto de interse¢do do plano CBE
com a reta AC'), substituindo as coordenadas do ponto genérico na equagao do
plano C'BE conseguimos calcular a constante k:
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dy+32—-50=0 & 4x4k+3x3k—50=0 &
& 16k+9%k—-50=0 & k=22 & k=2

Substituindo & = 2 nas coordenadas genéricas do ponto conseguimos saber as
coordenadas do ponto C:

C(10,8,6)

7. Usando a féormula do produto escalar vem que:

(ﬁ@(ﬁ_u(ﬁuxu(ﬁuxcos (ﬁ%(ﬁ )& 3=2x2xcos[2a—7)] &

& cos (20 — 2m) = 2 & cos (2a) = 2

8. a(t) é a distancia, em metros, do foguete ao solo apo6s o langamento, no instante t, em
segundos.

a(t + 3) é a distancia, em metros, do foguete ao solo, 3 segundos depois do instante t.

Existe um instante a partir do qual, durante 3 segundos, esse foguete percorre 25
metros, o que corresponde a equagao:

a(t+3) —a(t) =25 <

< 100 4,9(t+3)%—100 t+(10—t)1n(1—1io)}—

t+3+ (10— (t+3)) In (1 - %)] -

4, 9t2] =25

Recorrendo a calculadora grafica e fazendo a intersecao das duas fungoes da equa-
¢ao acima, temos:

HORHAL FLOAT AUTOD REAL RADIAN HF n

CALC INTERSECT
Y2=25

i:ntt'rm-:'i:ion ' ' '
¥=1./582531 W=2E

Considerando que t € [0, 8], o instante a partir do qual, durante 3 segundos, esse
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foguete percorre 25 metros, arredondado as décimas é 1,8 segundos.

9. Como lirf (f(x) —2x + 1) = 0 entao a funcao f admite uma assintota obliqua de
T—>+00

equacgao y = 2x — 1 quando x — 400 por isso nao admite mais nenhuma assintota
quando x — 4o0.
A proposicao I é falsa.

Sabendo que a reta r de equacao y = 2x — 1 é tangente ao grafico de g no ponto
de abcissa 1 podemos calcular o ponto de tangéncia:

y=2x1-1=1

Ou seja, areta r é tangente a fungao g no ponto de coordenadas (1,1), logo lin% g(x) =1.
T—

A proposicao II é falsa.

O grafico de f tem concavidade voltada para cima no seu dominio:

x 0 +00
f"(z) | nd. +
f(z) | n.d. —

Vr €]0, o0, f’(z)>0

O grafico de g tem concavidade voltada para baixo no seu dominio:

T 0 +00
g"(z) | nd. -
g(z) | nd. ~

Vr €]0, 400, ¢"(x) <0

Por isso concluimos que: Vz €]0, 400, f"(x) > ¢"(x).
A proposicao III ¢ falsa.
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10.

11.

Sabemos que o ponto A é o afixo de um nimero complexo z tal que I'm(z) = Re(z) e
Re(z) > 0, logo o Arg(z) = 7.

, . 4 . ] T
Escrevendo o ntimero complexo z na forma trigonométrica, z = |z|e’s.

Como ponto B ¢ o afixo de um ntmero complexo w, pela observagao da figura conclui-
mos que Arg(w) = Arg(z) + 3 =T 4 57 — Ir

8 T 4 8 ]
, . Lo ;Tm
Escrevendo o nimero complexo w na forma trigonométrica, w = |w|el 8.

Assim temos que o produto de w com z é igual a:
s s Z<%+g> -9
w Xz =|wle"s x |zle'T = |w| x |z|e = |wl|z]e"s
Opcao(C)

Escrevendo o ntimero complexo e's na forma algébrica:

- 57
12 om Sty O s ST /3 1,
e'e =cos g tising = —cosg t+ising = —%5 + 51

Vamos simplificar o niimero complexo w:

.5 .
A 7 % —1 2 2

Escrevendo w na forma trigonométrica:

=% tg 0= —/3

t — 21 = — .
97 & 0=% ¢ |5+ ¥i|=Vi=1
0 € 2 ° Quadrante 0 € 2 ° Quadrante

- 27T
Logo w = €'

As solucoes da equacao 2% = e's sao:

) 2k
=7z, ke{0,1}

w3

Para k=0, zp=¢'"s =¢
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- 87 -4
Para k=1, 21 =¢€'s =¢€'3

Escrevendo 2 e 2z; na forma algébrica:

4T T .. E—l \/g
) = €3 =Cosy +islg =5+ 50
s
_ i 4m s A T iein T 1 /3
zl—es—cos3+zsm—3— CoS3 — 183 = —5 — 571

12.

12.1. Fazendo a primeira derivada da funcao f:

f'(z) = (sin (22) + 2)" = 2cos (2z) + 1 = 2(cos’ v — sin’z) + 1 =
=2(1 —sin®z —sin*z) + 1 =2 —4sin’r + 1 =3 — 4sin’x

Opcao(D)

122, f(z)=—2+2<sin(2r)+2r=—2r+2<sin(2r)+2xr —2=0

Seja h a fungao h(z) = sin (2z) + 2z — 2.

Sabemos que h é uma funcao continua em ]%, %[ pois resulta da soma de duas

funcoes continuas, uma funcao trigonométrica e uma funcao polinomial.

o h(Z)=sin(X)+Z-2=L+7-2<0

o h(Z) =sin(E)+Z —2="3421 95
Como h(%) <0< h(%), pelo Teorema de Bolzano existe ¢ € ]%,g[ tal que
h(c) = 0. Logo a equacdo f(xr) = —z + 2 tem, pelo menos, uma solu¢do no
intervalo ]%, o) [

13. Vamos comecgar por determinar a expressao algébrica da primeira derivada da fungao

f:

f'(x) = (az® + bz) = 2ax + b
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Seja o T o ponto de tangéncia da reta de equacao y = ax + b ao grafico da funcao f,
de dominio R com coordenadas (z, y;).

Como o declive da reta tangente ao grafico da funcao f no ponto de abcissa z; é
igual ao valor da derivada nesse ponto, vem que:

f’(xt):a<:>2a:ct+b:a<:>2axt:a—b<:>:ct:ag—’ab

Calculando a ordenada do ponto de tangéncia através da equagao da reta tangente:

o

b= b= a5 b= o 4 e

Substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia (“2—_ab, “T“’> na expressao algébrica
da funcao f:

—b\2 — —b)? | bla—b
v =al)® +beco 5 =ax () (R & =g+ I 6

o 2aleth) _ (o) 4 ) oy 94 (g 4 b) = (a — b)? + 2b(a — b) &

< 2a(a+b)=(a—b)(a—b+2b) < 2a(a+b)=(a—Db)(a+b) &

o 20l _ peda=a—bea=—b
a+b
Substituindo a = —b nas coordenadas do ponto de tangéncia, vem que:
—b—b —b+b
(= =57

O ponto de tangéncia tem coordenadas T'(1,0).
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