
Geometria no espaço Matemática 12o

Exercícios de exames - Geometria no espaço

1. Na Figura 1, está representado, em referencial o.n. Oxyz, um cone reto de vértice V e

base de centro no ponto A .
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5.  Dos alunos que participaram num torneio de jogos matemáticos, que incluiu os jogos Semáforo e Rastros, 
sabe-se que:

x� metade dos alunos jogou Semáforo;

x� um quarto dos alunos não jogou Rastros;

x� um quinto dos alunos que não jogaram Rastros jogou Semáforo.

Determine a probabilidade de um aluno que participou no torneio, escolhido ao acaso, não ter jogado 
Semáforo e ter jogado Rastros.

$SUHVHQWH�R�UHVXOWDGR�QD�IRUPD�GH�IUDomR�LUUHGXWtYHO�

6. Na Figura 2, está representado, em referencial o.n.  Oxyz ,  um cone reto de vértice  V  e base de centro 
no ponto  A .
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Figura 2

Sabe-se que:

x� o ponto  V  pertence ao eixo  Oz ,  e o ponto  A  pertence ao eixo  Oy ;

x� a base do cone tem raio  3��H�HVWi�FRQWLGD�QR�SODQR�GH¿QLGR�SRU�� y z4 3 16! "  .

6.1. Qual das seguintes equações define um plano perpendicular ao plano que contém a base do cone e 
que passa no ponto de coordenadas  , ,1 2 1�^ h ?
(A) y z4 3 11! "   (B) x y z3 4 10! ! "

(C) y z3 4 8! "   (D) x y z3 4 3! ! "

6.2. Resolva este item sem recorrer à calculadora.

Determine o volume do cone.

Figura 1

Sabe-se que:

• o ponto V pertence ao eixo Oz, e o ponto A pertence ao eixo Oy;

• a base do cone tem raio 3 e está contida no plano definido por 4y − 3z = 16.

1.1. Qual das seguintes equações define um plano perpendicular ao plano que contém

a base do cone e que passa no ponto de coordenadas (1, 2,−1)?

(A) 4y − 3z = 11 (B) 3x+ 4y + z = 10

(C) 3y + 4z = 8 (D) x+ 3y + 4z = 3

1.2. Resolva este item sem recorrer à calculadora.

Determine o volume do cone.
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Geometria no espaço Matemática 12o

2. Na Figura 2, está representado o cubo [ABCDEFGH].

Fixado um determinado referencial o.n. Oxyz, tem-se: A(−2, 5, 0), B(1,−1, 2) e

C(3, 2, 8).

2.1. Qual é o valor de
−→
AB.
−−→
HE?

Opção(A) −49 Opção(B) 0

Opção(C) 7 Opção(D) 49

2.2. Resolva este item sem recorrer à calculadora.

Sabe-se que o vértice E do cubo pertence à reta

definida pela equação

(x, y, z) = (0, 0, 3) + k(1,−1,−1), k ∈ R

Determine as coordenadas do vértice E .
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5. Na Figura 1, está representado o cubo  [ABCDEFGH] .

Fixado um determinado referencial o.n.  Oxyz ,  tem-se:

 , ,A 2 5 0-^ h ,  , ,B 1 1 2-^ h  e  , ,C 3 2 8^ h .

5.1. Qual é o valor de  AB H E$  ?

(A) - 49 (B) 0

(C) 7 (D) 49

5.2. Resolva este item sem recorrer à calculadora.

Sabe-se que o vértice  E  do cubo pertence  reta definida pela equação

,, , , , , ,x y z k k0 0 3 1 1 1 R!! " # #^ ^ ^h h h
Determine as coordenadas do vértice  E .

6. Considere, em  C ,  conjunto dos números complexos, a condição  zz 4# =  .

Em qual das opções seguintes está representado, no plano complexo, o conjunto de pontos definido por 
esta condição?
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Geometria no espaço Matemática 12o

3. Na Figura 3, está representado, em referencial o.n. Oxyz, o prisma hexagonal reto

[ABCDEFGHIJKL], cujas bases são hexágonos regulares.

Sabe-se que:

• os vértices A e B pertencem ao semieixo positivo

Ox, e o vértice F pertence ao semieixo positivo

Oy;

• o plano BCJ é definido pela equação 3x−
√
3y−

6 = 0;

• o centro do prisma, ponto equidistante de todos

os seus vértices, é o ponto M
(

4
3
, 2

√
3

3
, 2
)
.
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1. Na Figura 1, está representado, em referencial o.n.  Oxyz ,  o prisma hexagonal reto  [ABCDEFGHIJKL] , 
cujas bases são hexágonos regulares.

Sabe-se que:

•   os vértices  A  e  B  pertencem ao semieixo positivo  Ox ,  e o  
vértice  F  pertence ao semieixo positivo  Oy  ;

•  o plano  BCJ  é definido pela equação  x y3 3 6 0! ! "  ;

•  o centro do prisma, ponto equidistante de todos os seus vértices, é

o ponto  , ,M
3
4

3
2 3 2c m .

1.1. Qual das seguintes equações define o plano que contém a face  
[GHIJKL] ?

(A) z 2=  (B) z 4=

(C) x
3

4=  (D) x
3

8=

1.2.  Determine, sem recorrer à calculadora, uma equação cartesiana do plano  LEF .

Apresente a equação na forma  ax by cz d 0! ! ! "  ,  em que  a ,  b ,  c  e  d  são números reais.

2. Na Figura 2, está representado um triângulo,  [ABC] ,  inscrito numa 
semicircunferência de diâmetro  AC 4=  .

Seja  a  a amplitude do ângulo  CAB .

Mostre que a área da região sombreada na figura é dada, em função  
de  a ,  por

    sen2 4 2r a- ] g

3. Considere todos os números naturais de cinco algarismos diferentes que se podem formar com os 
algarismos de  0  a  5 .

Destes números, quantos têm o algarismo das unidades igual a  5 ?

(A) 625 (B) 256 (C) 128 (D) 96

Figura 1
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3.1. Qual das seguintes equações define o plano que contém a face [GHIJKL]?

(A) z = 2 (B) z = 4

(C) x = 4
3

(D) x = 8
3

3.2. Determine, sem recorrer à calculadora, uma equação cartesiana do plano LEF .

Apresente a equação na forma ax+by+cz+d = 0 , em que a, b, c e d são números

reais.
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Geometria no espaço Matemática 12o

4. Na Figura 4, está representado, num referencial o.n. Oxyz, um paralelepípedo retân-

gulo [ABCDEFGH]

Sabe-se que:

• o vértice A pertence ao eixo Ox e o vértice B per-

tence ao eixo Oy

• ascoordenadasdosvértices E e G são (7, 2, 15) e

(6, 10, 13), respetivamente;

• a reta EF é definida pela equação

(x, y, z) = (1,−2, 19) + k(−3,−2, 2), k ∈ R

Prova 635/1.ª F. x Página 3/ 8

1. Na Figura 1, está representado, num referencial o.n.  Oxyz ,  um paralelepípedo retângulo  ABCDEFGH6 @
Sabe-se que:

x�  o vértice  A  pertence ao eixo  Ox  e o vértice  B  pertence ao  
eixo  Oy

x�  as coordenadas dos vértices  E  e  G  são  , ,7 2 15^ h  e  , ,6 10 13^ h, 
respetivamente;

x� a reta  EF  é definida pela equação

,, , , , , ,x y z k k1 2 19 3 2 2 R!! " # " "^ ^ ^h h h
1.1.  Qual das equações seguintes define uma reta perpendicular à  

reta  EF  e que passa no ponto  E?

 (A) ,, , , , , ,x y z k k7 3 3 2 3 0 R!! " # "^ ^ ^h h h
 (B) ,, , , , , ,x y z k k7 2 15 0 3 3 R!! " #^ ^ ^h h h
 (C) ,, , , , , ,x y z k k7 10 3 0 3 3 R!! " #^ ^ ^h h h
 (D) ,, , , , , ,x y z k k7 2 15 2 0 3 R!! " #^ ^ ^h h h

1.2.  Determine, sem recorrer à calculadora, a equação reduzida da superfície esférica de centro no  
ponto  B  e que passa no ponto  D

2. Na Figura 2, estão representados, num referencial o.n.  xOy ,  a circunferência de centro em  O  e raio  3
e o triângulo  ABC6 @
Sabe-se que:

x� o segmento de reta  AB6 @  é um diâmetro da circunferência;

x� a  é a inclinação da reta  AB  ,
2

a r rdb l:D
x� o ponto  C  pertence ao semieixo positivo  Ox

x� a reta  BC  é paralela ao eixo  Oy

Mostre que a área do triângulo  ABC6 @  é dada pela expressão

cossen9 a a�
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4.1. Qual das equações seguintes define uma reta perpendicular à reta EF e que passa

no ponto E?

Opção(A) (x, y, z) = (7,−3, 3) + k(2,−3, 0), k ∈ R

Opção(B) (x, y, z) = (7, 2, 15) + k(0, 3,−3), k ∈ R

Opção(C) (x, y, z) = (7,−10, 3) + k(0, 3, 3), k ∈ R

Opção(D) (x, y, z) = (7, 2, 15) + k(2, 0,−3), k ∈ R

4.2. Determine, sem recorrer à calculadora, a equação reduzida da superfície esférica

de centro no ponto B e que passa no ponto D.
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Geometria no espaço Matemática 12o

5. Na Figura 5, está representado, num referencial o.n. Oxyz, um trapézio [PQRS], de

bases [PQ] e [RS], em que o lado [PS] é perpendicular às bases.

Tem-se P(1,−1, 2), Q(−2, 1, 1) e R(−5, 5,−3)

Prova 635/2.ª F. • Página 3/ 8

1. Na Figura 1, está representado, num referencial o.n.  Oxyz ,  um trapézio  PQRS6 @ ,  de bases  PQ6 @  e
RS6 @ ,  em que o lado  PS6 @  é perpendicular às bases.

Tem-se  , ,P 1 1 2−^ h ,  , ,Q 2 1 1−^ h  e  , ,R 5 5 3− −^ h
z

x

yO

R

Q

S

P

Figura 1

1.1.  Qual das condições seguintes define a superfície esférica de centro no ponto  R  e que passa no 
ponto  Q?

 (A) x y z5 5 3 59
2 2 2! " " " ! #^ ^ ^h h h

 (B) x y z5 5 3 41
2 2 2! " " " ! #^ ^ ^h h h

 (C) x y z5 5 3 41
2 2 2! ! " ! ! #^ ^ ^h h h

 (D) x y z5 5 3 59
2 2 2! ! " ! ! #^ ^ ^h h h

1.2. Determine uma equação do plano perpendicular à reta  RS  e que passa no ponto  P

Apresente essa equação na forma  ax by cz d 0! ! ! "

2. Sabe-se que  sen
2 5

1a r! " !b l   e que  ,0
2

a r
d :D

Determine, sem recorrer à calculadora, o valor de  costg 2
2

7r a r a! " ! "^ ch m
Apresente o resultado na forma  c

a b ,  a Zd ,  eb cN Nd d

Figura 5

5.1. Qual das condições seguintes define a superfície esférica de centro no ponto R e

que passa no ponto Q?

Opção(A) (x− 5)2 + (y + 5)2 + (z − 3)2 = 59

Opção(B) (x− 5)2 + (y + 5)2 + (z − 3)2 = 41

Opção(C) (x+ 5)2 + (y − 5)2 + (z + 3)2 = 41

Opção(D) (x+ 5)2 + (y − 5)2 + (z + 3)2 = 59

5.2. Determine uma equação do plano perpendicular à reta RS e que passa no ponto

P Apresente essa equação na forma ax+ by + cz + d = 0
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Geometria no espaço Matemática 12o

6. Na Figura 6, está representada, num referencial o.n. Oxyz, a pirâmide regular de base

quadrada [ABCD] e vértice E

Sabe-se que:

• a base da pirâmide está contida no plano xOz

• o vértice A pertence ao semieixo positivo Oz e o

vértice B pertence ao semieixo negativo Ox

• o vértice E tem coordenadas (−2, 6, 2)

• o vetor
−−→
BE tem coordenadas (−1, 6, 2)

• o volume da pirâmide é 20
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1. Na Figura 1, está representada, num referencial o.n.  Oxyz ,  a pirâmide regular de base quadrada  ABCD6 @  
e vértice  E

Sabe-se que:

x� a base da pirâmide está contida no plano  xOz

x�  o vértice  A  pertence ao semieixo positivo  Oz  e o 
vértice  B  pertence ao semieixo negativo  Ox

x� o vértice  E  tem coordenadas  , ,2 6 2�^ h
x� o vetor  BE   tem coordenadas  , ,1 6 2�^ h
x� o volume da pirâmide é  20

1.1. Seja  a  o plano perpendicular à reta  BE  e que passa no ponto de coordenadas  , ,1 0 1^ h
Qual das equações seguintes é uma equação do plano  a ?

 (A) x y z6 2 0! " " #  (B) x y z6 2 3 0! ! " #

 (C) x y z6 2 1 0! ! " #  (D) x y z2 4 5 0! " ! #

1.2. Determine, sem recorrer à calculadora, as coordenadas do vetor  AB

2.  Na Figura 2, está representado, num referencial o.n.  xOy ,  o arco 
de circunferência  AB ,  contido no primeiro quadrante do plano 
cartesiano, cujo centro é a origem do referencial e cujo raio é igual a
r r 02^ h .
O ponto  A  pertence ao eixo  Ox  e o ponto  B  pertence ao eixo  Oy

Seja  P  um ponto do arco  AB ,  distinto de  A  e de  B ,  e seja  d  o 
comprimento do arco  AP

O ponto  S  pertence ao eixo das ordenadas e tem ordenada igual 
à do ponto  P .  O ponto  T  pertence ao eixo das abcissas e tem 
abcissa igual à do ponto  P

Mostre que uma expressão que dá o valor de  BS TA� ,  em função 
de  d  e de  r ,  é

cossenr r
d

r
d

2 � �d c cm mn

z

x

y
B

C E

D

A

Figura 1

O
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y

P

A
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S

T

Figura 2

O

d

Figura 6

6.1. Seja a o plano perpendicular à reta BE e que passa no ponto de coordenadas

(1, 0, 1)

Qual das equações seguintes é uma equação do plano α?

(A) x+ 6y + 2z − 3 = 0 (B) −x+ 6y + 2z = 0

(C) x− 6y − 2z + 1 = 0 (D) 2x− y + 4z − 5 = 0

6.2. Determine, sem recorrer à calculadora, as coordenadas do vetor
−→
AB

2021, Época especial
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7. Na Figura 7, está representado, num referencial o.n. Oxyz, um cilindro reto.

Prova 635/1.ª F. x Página 5/ 8

5. Na Figura 1, está representado, num referencial o.n.  Oxyz ,  um cilindro reto.

6DEH�VH�TXH�

x�  o ponto  A��SHUWHQFH�DR�HL[R��Oy ��H�p�R�FHQWUR�GH�XPD�GDV�EDVHV�GR�FLOLQGUR��H�R�SRQWR��B  pertence 
DR�HL[R��Ox��H�p�R�FHQWUR�GD�RXWUD�EDVH�

x� o ponto  C  pertence à circunferência de centro  B��TXH�GHOLPLWD�XPD�GDV�EDVHV�GR�FLOLQGUR�

x� o plano  ABC  é definido pela equação   x y z3 4 4 12 0! ! " #

Resolva os itens 5.1. e 5.2. sem recorrer à calculadora.

5.1. Determine  BC ���VDEHQGR�TXH�R�YROXPH�GR�FLOLQGUR�p�LJXDO�D��10r

5.2. Seja  P  o ponto de coordenadas  , ,3 5 6] g
Determine as coordenadas do ponto do plano  ABC  TXH�VH�HQFRQWUD�PDLV�SUy[LPR�GR�SRQWR��P

6. Na Figura 2, estão representados, num referencial o.n.  xOy ,  os pontos  S,  T  e  U  e a reta  r  de 
equação  y x2 4! "

6DEH�VH�TXH�

x� os pontos  S  e  T  são, respetivamente, os pontos de intersecção da 
reta  r��FRP�RV�HL[RV��Oy  e  Ox

x� o ponto  U��SHUWHQFH�DR�HL[R��Ox��H�WHP�DEFLVVD�LQIHULRU�j�GR�SRQWR��T

4XDO�GRV�YDORUHV�VHJXLQWHV�p�R�YDORU��DSUR[LPDGR�jV�FHQWpVLPDV��GD�
amplitude, em radianos, do ângulo  STU?

(A) 4,25 (B) 2,68 (C) 2,03 (D) 1,82

x

z

O A

B

C
yO

F igura 1

r
O

S

TU x

y

Figura 2

Figura 7

Sabe-se que:

• o ponto A pertence ao eixo Oy e é o centro de uma das bases do cilindro, e o

ponto B pertence ao eixo Ox e é o centro da outra base;

• o ponto C pertence à circunferência de centro B que delimita uma das bases do

cilindro;

• o plano ABC é definido pela equação 3x+ 4y + 4z − 12 = 0

Resolva os itens 5.1. e 5.2. sem recorrer à calculadora.

7.1. Determine BC, sabendo que o volume do cilindro é igual a 10π

7.2. Seja P o ponto de coordenadas (3, 5, 6)

Determine as coordenadas do ponto do plano ABC que se encontra mais próximo

do ponto P

2020, 1a fase
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8. Na Figura 8, está representado, num referencial o.n. Oxyz, o cubo [ABCDEFGH] (o

ponto H não está representado na figura).

Sabe-se que:

• o ponto A tem coordenadas (7, 1, 4)

• o ponto G tem coordenadas (5, 3, 6)

• a reta AE é definida pela equação vetorial

(x, y, z) = (7, 1, 4) + k(3,−6, 2), k ∈ R

Resolva os itens 1.1. e 1.2. sem recorrer à

calculadora.

Prova 635/2.ª F. x Página 3/ 7

1.  Na Figura 1, está representado, num referencial o.n.  Oxyz ,  o cubo  [ABCDEFGH ]  (o ponto  H  
não está representado na figura).

Sabe-se que:

x� o ponto  A  tem coordenadas  (7,1,4)

x� o ponto  G  tem coordenadas  (5,3,6)

x� a reta  AE  é definida pela equação vetorial

,, , , , , ,x y z k k7 1 4 3 6 2 R!! " #^ ^ ^h h h
Resolva os itens 1.1. e 1.2. sem recorrer à calculadora.

1.1. Determine uma equação do plano  EFG

Apresente essa equação na forma  ax by cz d 0! ! ! "

1.2. Determine a equação reduzida da superfície esférica que 
passa nos oito vértices do cubo.

2. Considere um cubo  [MNPQRSTU ]

Escolhem-se, ao acaso, três vértices distintos desse cubo.

4XDO�p�D�SUREDELOLGDGH�GH�R�SODQR�SRU�HOHV�GH¿QLGR�FRQWHU�XPD�GDV�IDFHV�GR�FXER"

(A) 
7

1  (B) 
7

3  (C) 
8

1  (D) 
8

3

3. Seja  E  o espaço amostral associado a uma certa experiência aleatória.

Sejam  eA B   dois acontecimentos  eA E B E1 1^ h.
Sabe-se que:

x� ;, ,P A P B0 3 0 4  ^ ^h h
x� ,P A B 0 9,  ^ h
Determine o valor da probabilidade condicionada  P A A B,_ ^ hi
Apresente o resultado na forma de fração irredutível.

4. Considere todos os números naturais superiores a  9999  e inferiores a  22 000

Destes números, quantos se podem escrever com os algarismos  0,  1,  2  e  3�"

(A) 192 (B) 236 (C) 384 (D) 512

x

y

z

A

B

C

D

E

F

G

F igura 1

O

Figura 8

8.1. Determine uma equação do plano EFG

Apresente essa equação na forma ax+ by + cz + d = 0

8.2. Determine a equação reduzida da superfície esférica que passa nos oito vértices

do cubo.
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9. Na Figura 9, está representado, num referencial o.n. Oxyz, um cubo [ABCDEFGH]

em que cada aresta é paralela a um dos eixos coordenados. Sabe-se que:

Prova 635/E. Especial x Página 3/ 8

1. Na Figura 1, está representado, num referencial o.n.  Oxyz ���XP�FXER�� ABCDEFGH6 @  em que cada 
aresta é paralela a um dos eixos coordenados.

6DEH�VH�TXH�

x� o vértice  B  tem coordenadas  , ,0 2 4^ h
x� o vetor  BE   tem coordenadas  , ,2 2 2�^ h
x� a aresta  BG6 @  é paralela ao eixo  Oz

1.1. Determine a amplitude do ângulo  OBE

Apresente o resultado em graus, arredondado às unidades.

Se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo, três casas 
decimais.

1.2. Seja  a  o plano que passa por  G  e é perpendicular à reta  OE

Sejam  P,  Q  e  R  os pontos de  a  que pertencem aos eixos coordenados.

Determine o volume da pirâmide  OPQR6 @

2. Na Figura 2, está representado, num referencial o.n.  xOy ,  um hexágono

regular  MNPQRS6 @  centrado na origem.

6DEH�VH�TXH�R�YpUWLFH� �M  tem coordenadas  ,1 0^ h  e que o vértice  N  
pertence ao primeiro quadrante.

Qual é a equação reduzida da reta  MN ?

(A) y x3 3! " #  (B) y x3 6! " #

(C) y x 2! " #  (D) y x 1! " #

x

y

z

A

B C

D

EF

G
H

O

Figura 1
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Figura 2

Figura 9

• o vértice B tem coordenadas (0, 2, 4)

• o vetor
−−→
BE tem coordenadas (2, 2,−2)

• a aresta [BG] é paralela ao eixo Oz

9.1. Determine a amplitude do ângulo OBE

Apresente o resultado em graus, arredondado às unidades.

Se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo,

três casas decimais.

9.2. Seja α o plano que passa por G e é perpendicular à reta OE

Sejam P, Q e R os pontos de α que pertencem aos eixos coordenados.

Determine o volume da pirâmide [OPQR]

2020, Época especial

A Raquel Explica-te 9
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10. Na figura 10, está representada, em referencial o.n. Oxyz, uma pirâmide quadrangular

regular [ABCDV]

Os vértices A e C têm coordenadas (2, 1, 0) e (0,−1, 2),

respectivamente.

O vértice V tem coordenadas (3,−1, 2)

Determine uma equação do plano que contém a

base da pirâmide.

Apresente essa equação na forma ax+ by + cz + d = 0

Prova 635/1.ª F./Cad. 1 • Página 3/ 6

1. Na Figura 1, está representada, num referencial o.n.  Oxyz,  uma pirâmide quadrangular regular  ABCDV6 @
Os vértices  A  e  C  têm coordenadas  , ,2 1 0^ h  e  , ,0 1 2−^ h,
respetivamente.

O vértice  V  tem coordenadas  , ,3 1 2−^ h
1.1. Determine a amplitude do ângulo  VAC

Apresente o resultado em graus, arredondado às 
unidades.

Se, em cálculos intermédios, proceder a  
arredondamentos, conserve, no mínimo, duas casas 
decimais.

1.2. Determine uma equação do plano que contém a base da pirâmide.

Apresente essa equação na forma  ax by cz d 0! ! ! "

2. 

Os dois itens que se apresentam a seguir são itens em alternativa.

O item 2.1. integra-se nos Programas de Matemática A, de 10.º, 11.º e 12.º anos, homologados em 2001 
e 2002 (P2001/2002).

O item 2.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Matemática A, implementado em 2015-2016 
(PMC2015).

Responda apenas a um dos dois itens.

Na sua ol a de respostas  identifique claramente o item selecionado.

P2001/2002

2.1. Seja  X  uma variável aleatória com distribuição normal de valor médio  5  e desvio padrão  
2

1

Qual é o valor, arredondado às milésimas, de  P X 62^ h?
(A) 0,046 (B) 0,042 (C) 0,023 (D) 0,021

PMC2015

2.2. Qual é o limite da sucessão de termo geral  n
n 2

n3−c m  ?

(A) 
e
1
3

 (B) e3  (C) 
e
1
6

 (D) e6

A

B
C

D

V

O

x

y

z

Figura 1
Figura 10

2019, 1a fase, caderno 1

11. Na Figura 11, está representado, num referencial o.n. Oxyz, um paralelepípedo retân-

gulo [ABCDEFGH]

Prova 635/2.ª F./Cad. 1 • Página 3/ 7

1. Na Figura 1, está representado, num referencial o.n.  Oxyz,  um paralelepípedo retângulo  ABCDEFGH6 @

Sabe-se que:

•  o vértice  A  pertence ao eixo  Ox  e o vértice  B  pertence ao eixo  Oy

•  o vértice  C  tem coordenadas  , ,0 3 6^ h  e o vértice  G  tem coordenadas  , ,6 11 0^ h
•  o plano  ABC  é definido pela equação  x y3 4 12 0! " #

1.1. Determine o volume do paralelepípedo  ABCDEFGH6 @

1.2. Seja  P  o ponto de coordenadas  , ,1 4 3−^ h,  e seja  r  a reta que passa pelo ponto  P  e é 
perpendicular ao plano  ABC

Determine as coordenadas do ponto de intersecção da reta  r  com o plano  ABC

1.3. Escolhe-se, ao acaso, um vértice do paralelepípedo e, seguidamente, também ao acaso, escolhe-se 
um outro vértice, diferente do anterior.

Designe-se por  X  o primeiro vértice escolhido e por  Y  o segundo vértice escolhido.

Qual é a probabilidade de a terceira coordenada do vetor  XY   ser igual a zero?

Apresente o resultado na forma de fração irredutível.

A

B

C

D

E
F

G

H

O

x

y

z

Figura 1
Figura 11
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Sabe-se que:

• o vértice A pertence ao eixo Ox e o vértice B pertence ao eixo Oy

• o vértice C tem coordenadas (0, 3, 6) e o vértice G tem coordenadas (6, 11, 0)

• o plano ABC é definido pela equação 3x+ 4y − 12 = 0

11.1. Determine o volume do paralelepípedo [ABCDEFGH]

11.2. Seja P o ponto de coordenadas (1,−4, 3), e seja r a reta que passa pelo ponto P

e é perpendicular ao plano ABC

Determine as coordenadas do ponto de intersecção da reta r com o plano ABC

2019, 2a fase, caderno 1

12. Considere, num referencial o.n. Oxyz

• o plano α, de equação 2x+ 3y − z − 9 = 0

• a reta r, de equação vetorial (x, y, z) = (1, 2, 1) + k(0, 1, 5), k ∈ R

12.1. Seja A o ponto da reta r cuja ordenada é igual a 4

Determine uma equação do plano que é paralelo ao plano α e que passa pelo ponto

A

Apresente essa equação na forma ax+ by + cz + d = 0

12.2. Seja P o ponto de intersecção da reta r com o plano α

Determine as coordenadas do ponto P

2019, Época especial, caderno 1

A Raquel Explica-te 11
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13. Na Figura 12, está representado, em referencial o.n. Oxyz, um prisma hexagonal regu-

lar.

Sabe-se que:

• [PQ] e [QR] são arestas de uma das ba-

ses do prisma;

• PQ = 4

Sabe-se ainda que:

• o plano PQR tem equação 2x+3y− z−

15 = 0

• uma das arestas laterais do prisma é o

segmento de reta [PS], em que S é o

ponto de coordenadas (14, 5, 0)

Prova 635/1.ª F./Cad. 1 • Página 4/ 7

2. Na Figura 2, está representado, num referencial o.n.  Oxyz   um prisma e a onal re ular.

Sabe-se que:

•  PQ6 @  e  QR6 @  são arestas de uma das bases do

prisma;

•  PQ 4=

2.1. Determine o produto escalar  QP QR$

2.2. Sabe-se ainda que:

•  o plano  PQR  tem equação  x y z2 3 15 0+ − − =

•   uma das arestas laterais do prisma é o segmento de reta  PS6 @,  em que  S  é o ponto de 
coordenadas  , ,14 5 0^ h

Determine a área lateral do prisma.

Apresente o resultado arredondado às décimas.

Se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo, três casas  
decimais.

2.3. Escolhem-se, ao acaso, dois vértices de cada uma das bases do prisma.

Determine a probabilidade de esses quatro pontos pertencerem a uma mesma face lateral do prisma.

Apresente o resultado na forma de dízima, arredondado às centésimas.

3. Uma escola dedica-se ao ensino de Espanhol e de Inglês, entre outras línguas.

3.1. Doze alunos dessa escola, quatro de Espanhol e oito de Inglês, dispõem-se lado a lado em linha reta 
para tirar uma fotografia.

De quantas maneiras se podem dispor os doze alunos, de modo que os alunos da mesma disciplina 
fiquem juntos

(A) 40 320 (B) 80 640 (C) 967 680 (D) 1 935 360

S

P

Q

R

O

x

y

z

Figura 2Figura 2
Figura 12

Determine a área lateral do prisma.

Apresente o resultado arredondado às décimas.

Se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo, três

casas decimais.

2018, 1a fase, caderno 1

14. Considere, num referencial o.n. Oxyz, a superfície esférica de equação

(x− 1)2 + (y − 2)2 + (z + 1)2 = 10

Seja P o ponto da superfície esférica de abcissa 1, ordenada 3 e cota negativa.

Seja r a reta de equação vetorial (x, y, z) = (−1, 0, 3) + k(4, 1,−2), k ∈ R

Determine uma equação do plano que passa no ponto P e é perpendicular à reta r

Apresente essa equação na forma ax+ by + cz + d = 0

2018, 2a fase, caderno 1

A Raquel Explica-te 12
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15. Considere, num referencial o.n. Oxyz , a superfície esférica de equação x2+y2+z2 = 3

e o ponto P de coordenadas (1, 1, 1), pertencente a essa superfície esférica.

Seja ~u = −2
−→
OP e seja Q = P + ~u

Determine as coordenadas do ponto Q e refira, no contexto do problema, o significado

de [PQ]

2018, Época especial, caderno 1

16. Na Figura 13, está representado, num referencial o.n. Oxyz, o prisma quadrangular

regular [OPQRSTUV ]

Sabe-se que:

• a face [OPQR] está contida no plano

xOy

• o vértice Q pertence ao eixo Oy e o vér-

tice T pertence ao eixo Oz

• o plano STU tem equação z = 3

Prova 635.V1/1.ª F. • Página 7/ 11

GRUPO II

1. Em  C,  conjunto dos números complexos, sejam

z i
i

1
1 3

1
19

= +
−      e     cisz k3 2

3
2

r= − c m,  com  +k R!

Sabe-se que, no plano complexo, a distância entre a imagem geométrica de  z1   e a imagem geométrica 
de  z2   é igual a  5

Qual é o valor de  k ?

Resolva este item sem recorrer à calculadora.

2. Na Figura 2, está representado, num referencial o.n. Oxyz, o prisma quadrangular regular

OPQRSTUV6 @
Sabe-se que:

•  a face  OPQR6 @  está contida no plano  xOy

•  o vértice  Q  pertence ao eixo  Oy  e o vértice  T  pertence

ao eixo  Oz

•  o plano  STU   tem equação  z 3=

2.1. Seja  T l  o simétrico do ponto  T ,  relativamente à origem 
do referencial.

Escreva uma equação da superfície esférica de diâmetro  TT l6 @

2.2. Determine o valor do produto escalar  .UP RS

2.3. Uma equação do plano  PQV   é  x y 2+ =

Determine uma condição cartesiana que defina a reta  TQ

2.4. Escolhem-se, ao acaso, três vértices do prisma.

Determine a probabilidade de o plano definido por esses três vértices ser perpendicular ao plano  xOy

Apresente o resultado na forma de fração irredutível.

x

y

z

O

P
Q

R

S
T U

V

Figura 2Figura 13

16.1. Seja T ′ o simétrico do ponto T , relativamente à origem do referencial.

Escreva uma equação da superfície esférica de diâmetro [TT ′]

16.2. Uma equação do plano PQV é x+ y = 2

Determine uma condição cartesiana que defina a reta TQ

2017, 1a fase, grupo II
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17. Na Figura 14, está representado, num referencial o.n. Oxyz, o cubo [ABCDEFGH]
Sabe-se que:

• a face [ABCD] está contida no plano

xOy

• a aresta [CD] está contida no eixo Oy

• o ponto D tem coordenadas (0, 4, 0)

• o plano ACG é definido pela equação x+

y − z − 6 = 0

Prova 635.V1/2.ª F. • Página 7/ 10

GRUPO II

1. Em  C,  conjunto dos números complexos, sejam  z1   e  z2   tais que  z i21 = +   e  z z i4 31 2# = −

Considere a condição  z z z z1 2− = −

Mostre que o número complexo  cis2 4
r   verifica esta condição e interprete geometricamente este facto.

Resolva este item sem recorrer à calculadora.

2. Na Figura 3, está representado, num referencial o.n.  Oxyz,  o cubo  ABCDEFGH6 @
Sabe-se que:

•  a face  ABCD6 @  está contida no plano  xOy

•  a aresta  CD6 @  está contida no eixo  Oy

•  o ponto  D  tem coordenadas  , ,0 4 0^ h
•  o plano  ACG   é definido pela equação

x y z 6 0+ − − =

2.1. Verifique que o vértice  A  tem abcissa 
igual a  2

2.2. Seja  r  a reta definida pela condição  x y z1 1− = − =

Determine as coordenadas do ponto de intersecção da reta  r  com o plano  ACG

2.3. Seja  P  o vértice de uma pirâmide regular de base  EFGH6 @
Sabe-se que:

•  a cota do ponto  P  é superior a  2

•  o volume da pirâmide é  4

Determine a amplitude do ângulo  OGP

Apresente o resultado em graus, arredondado às unidades.

Se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo, duas casas 
decimais.

A B

CD

E H

GF

x

y

z

O

Figura 3

Figura 14

Seja P o vértice de uma pirâmide regular de base [EFGH] Sabe-se que:

• a cota do ponto P é superior a 2

• o volume da pirâmide é 4

17.1. Verifique que o vértice A tem abcissa igual a 2

17.2. Seja r a reta definida pela condição x− 1 = 1− y = z

Determine as coordenadas do ponto de intersecção da reta r com o plano ACG

2017, 2a fase, grupo II

A Raquel Explica-te 14
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18. Na Figura 15, está representado, num referencial o.n. Oxyz, um cilindro de revolução

de altura 3

Sabe-se que:

• o ponto A tem coordenadas (1, 2, 0) e é

o centro da base inferior do cilindro, a

qual está contida no plano xOy

• o ponto B tem coordenadas (1, 3, 0) e

pertence à circunferência que delimita a

base inferior do cilindro;

• o ponto C é o centro da base superior do

cilindro.

Prova 635.V1/E. Especial • Página 7/ 8

4.3. O gráfico da função  f  tem um único ponto de inflexão, cuja abcissa pertence ao intervalo  ,1 26@
Determine, recorrendo à calculadora gráfica, a abcissa desse ponto.

Na sua resposta:

•   reproduza, num referencial, o(s) gráfico(s) da(s) função(ões) visualizado(s) na calculadora que lhe 
permite(m) resolver o problema;

•  apresente a abcissa do ponto de inflexão arredondada às centésimas.

5. Na Figura 3, está representado, num referencial o.n.  Oxyz,  um cilindro de revolução de altura  3

Sabe-se que:

•  o ponto  A  tem coordenadas  , ,1 2 0^ h  e é o centro da
base inferior do cilindro, a qual está contida no plano  xOy

•  o ponto  B  tem coordenadas  , ,1 3 0^ h  e pertence à
circunferência que delimita a base inferior do cilindro;

•  o ponto  C  é o centro da base superior do cilindro.

5.1. Determine a área da secção produzida no cilindro pelo
plano de equação  x 1=

5.2. Determine as coordenadas do ponto de intersecção da
reta  BC  com o plano  xOz

5.3. Seja  a  o plano que passa no ponto  A  e que é perpendicular à reta  r  definida pela condição

x y z1= = − .  Seja  P  o ponto desse plano de abcissa e ordenada iguais a  2

Determine a amplitude do ângulo  POC

Apresente o resultado em graus, arredondado às unidades.

Se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo, duas casas 
decimais.

Figura 3

A

C

O B

x

y

z

Figura 15

18.1. Determine a área da secção produzida no cilindro pelo plano de equação x = 1

18.2. Determine as coordenadas do ponto de intersecção da reta BC com o plano xOz

2017, Época especial, grupo II
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19. Na Figura 16, está representada, num referencial o.n. Oxyz , uma pirâmide quadran-

gular regular [ABCDV ]

Sabe-se que:

• a base [ABCD] da pirâmide é paralela

ao plano xOy

• o ponto A tem coordenadas (−1, 1, 1)

• o ponto C tem coordenadas (−3, 3, 1)

• o plano BCV é definido pela equação

3y + z − 10 = 0

Prova 635.V1/1.ª F. • Página 12/ 14

3. Na Figura 3, está representada, num referencial o.n.  Oxyz ,  uma pirâmide quadrangular regular    ABCDV6 @
Sabe-se que:

•  a base  ABCD6 @  da pirâmide é paralela ao

plano  xOy

• o ponto  A  tem coordenadas  , ,1 1 1−^ h
• o ponto  C  tem coordenadas  , ,3 3 1−^ h
• o plano  BCV  é definido pela equação

y z3 10 0+ − =

3.1. Escreva uma condição que defina a 
superfície esférica de centro no ponto  A  
e que é tangente ao plano  xOy

3.2. Determine as coordenadas do ponto  V

3.3. Seja  a  o plano perpendicular à reta  AC  e que passa no ponto  , ,P 1 2 1− −^ h
A intersecção dos planos  a  e  BCV  é uma reta.

Escreva uma equação vetorial dessa reta.

4. Num dia de vento, são observadas oscilações no tabuleiro de uma ponte suspensa, construída sobre um 
vale.

Mediu-se a oscilação do tabuleiro da ponte durante um minuto.

Admita que, durante esse minuto, a distância de um ponto  P  do tabuleiro a um ponto fixo do vale é dada, em
metros, por

cos senh t t t t20 2
1 2 2
r

r r= + +^ ^ ^h h h       (t  é medido em minutos e pertence a  ,0 16 @)

4.1. Sejam  M  e  m, respetivamente, o máximo e o mínimo absolutos da função  h  no intervalo  ,0 16 @
A amplitude  A  da oscilação do tabuleiro da ponte, neste intervalo, é dada por  A M m= −

Determine o valor de  A, recorrendo a métodos analíticos e utilizando a calculadora apenas para 
efetuar eventuais cálculos numéricos.

Apresente o resultado em metros.

Figura 3

z

x

yO

V

A

D C

B

Figura 16

19.1. Escreva uma condição que defina a Oy superfície esférica de centro no ponto A e

que é tangente ao plano xOy

19.2. Determine as coordenadas do ponto V

19.3. Seja α o plano perpendicular à reta AC e que passa no ponto P (1,−2,−1)

A intersecção dos planos α e BCV é uma reta.

Escreva uma equação vetorial dessa reta.

2016, 1a fase, grupo II

20. Considere, num referencial o.n. Oxyz, o plano α definido pela equação 3x+2y+4z−

12 = 0

20.1. Seja C o ponto de coordenadas (2, 1, 4)

A Raquel Explica-te 16
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Escreva uma equação vetorial da reta perpendicular ao plano α que passa no

ponto C

20.2. Seja D o ponto de coordenadas (4, 2, 2)

Determine as coordenadas do ponto de intersecção da reta OD com o plano α

2016, 2a fase, grupo II

21. Na Figura 17, está representado, num referencial o.n. Oxyz, o prisma quadrangular

regular [OABCDEFG]

Sabe-se que:

• os pontos C, A e E pertencem aos ei-

xos coordenados Ox, Oy e Oz, respeti-

vamente;

• o ponto A tem coordenadas (0, 2, 0)

• o plano OFB é definido pela equação

3x+ 3y − z = 0

Prova 635/E. Especial • Página 12/ 14

3. Na Figura 2, está representado, num referencial o.n.  Oxyz,  o prisma quadrangular regular  OABCDEFG6 @
Sabe-se que:

• os pontos  , eC A E   pertencem aos eixos coordenados

, eOx Oy Oz ,  respetivamente;

• o ponto  A  tem coordenadas  , ,0 2 0^ h
• o plano  OFB  é definido pela equação  x y z3 3+ − = 0

3.1. Determine uma equação do plano paralelo ao plano

OFB  que passa no ponto  D

3.2. Defina a reta  OB  por uma condição cartesiana.

3.3. Seja  P  o ponto de cota igual a  1  que pertence à aresta  BG6 @
Seja  R  o simétrico do ponto  P  relativamente à origem.

Determine a amplitude do ângulo  RAP
Apresente o resultado em graus, arredondado às unidades.

Se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo, duas casas 
decimais.

4. Seja  f   a função, de domínio  ,2
3 3r− + <F ,  definida por

secos
f x

x x x

e x

4
1

2
3 0

x

2 1 1r

=
+ −

+ seln x 0$
^

^
h

h

Z

[

\

]]

]

Resolva os itens 4.1. e 4.2. recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora.

4.1. Determine  lim f x x
x

−
" 3+

^ h8 B
Interprete o valor obtido em termos de assíntotas do gráfico de  f

4.2. Estude a função  f   quanto ao sentido das concavidades e quanto à existência de pontos de inflexão

do seu gráfico, no intervalo  ,2
3 0r <F

Na sua resposta, indique:

– o(s) intervalo(s) em que o gráfico de  f   tem concavidade voltada para baixo;

– o(s) intervalo(s) em que o gráfico de  f   tem concavidade voltada para cima;

– a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexão do gráfico de  f

Figura 2

y

z

A

BC

x

D

E F

G

O

Figura 17

21.1. Determine uma equação do plano paralelo ao plano OFB que passa no ponto D

21.2. Defina a reta OB por uma condição cartesiana.

2016, Época especial, grupo II
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22. Considere, num referencial o.n. Oxyz, os pontos A(0, 0, 2) e B(4, 0, 0)

22.1. Considere o plano α de equação x− 2y + z + 3 = 0

Escreva uma equação do plano que passa no ponto A e é paralelo ao plano α

22.2. Determine uma equação cartesiana que defina a superfície esférica da qual o seg-

mento de reta [AB] é um diâmetro.

2015, 1a fase, grupo II

23. Na Figura 18, está representado, num referencial o.n. Oxyz, o poliedro [NOPQRSTUV ]

que se pode decompor num cubo e numa pirâmide quadrangular regular.

Sabe-se que:

• o vértice P pertence ao eixo Ox

• o vértice N pertence ao eixo Oy

• o vértice T pertence ao eixo Oz

• o vértice R tem coordenadas (2, 2, 2)

• o plano PQV é definido pela equação

6x+ z − 12 = 0

Prova 635.V1/2.ª F. • Página 13/ 14

6. Na Figura 3, está representado, num referencial  o.n. Oxyz,  o poliedro  
NOPQRSTUV6 @  que se pode decompor num cubo e numa pirâmide 

quadrangular regular. Sabe-se que:

•  o vértice  P  pertence ao eixo  Ox
•  o vértice  N  pertence ao eixo  Oy
•  o vértice  T  pertence ao eixo  Oz
•  o vértice  R  tem coordenadas  , ,2 2 2^ h
•  o plano  PQV  é definido pela equação  x z6 12 0+ − =

6.1. Determine as coordenadas do ponto  V

6.2. Escreva uma equação cartesiana do plano que passa no 
ponto  P  e é perpendicular à reta  OR 

6.3. Seja  A  um ponto pertencente ao plano  QRS 

Sabe-se que:

•  o ponto  A  tem cota igual ao cubo da abcissa;

•  os vetores  OA   e  TQ   são perpendiculares.

Determine a abcissa do ponto  A,  recorrendo à calculadora gráfica.

Na sua resposta:

•  equacione o problema;

•  reproduza, num referencial, o(s) gráfico(s) da(s) função(ões) que visualizar na calculadora e que 
lhe permite(m) resolver a equação, devidamente identificado(s) (sugere-se a utilização da janela 
de visualização em que  , ,x y4 4 2 7e! !− −6 6@ @);

•  apresente a abcissa  do ponto  A  arredondada às centésimas.

6.4. Dispõe-se de sete cores diferentes, das quais uma é branca e outra é azul, para colorir as nove faces 
do poliedro  NOPQRSTUV6 @.  Cada face vai ser colorida com uma única cor.

Considere a experiência aleatória que consiste em colorir, ao acaso, as nove faces do poliedro, 
podendo cada face ser colorida por qualquer uma das sete cores.

Determine a probabilidade de, no final da experiência, o poliedro ficar com exatamente duas faces 
brancas, ambas triangulares, exatamente duas faces azuis, ambas quadradas, e as restantes faces 
coloridas com cores todas diferentes.

Apresente o resultado na forma de dízima, arredondado às décimas de milésima.

FIM

Figura 3
Figura 18

23.1. Determine as coordenadas do ponto V

23.2. Escreva uma equação cartesiana do plano que passa no ponto P e é perpendicular

à reta OR
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24. Considere, num referencial o.n. Oxyz, o plano β definido pela condição 2x−y+z−4 = 0

24.1. Considere o ponto P (−2, 1, 3), sendo a um certo número real.

Sabe-se que a reta OP é perpendicular ao plano β, sendo O a origem do referen-

cial.

Determine o valor de a

24.2. Determine uma equação da superfície esférica de centro na origem do referencial,

que é tangente ao plano β

Na resolução deste item, tenha em conta que o raio relativo ao ponto de tan-

gência é perpendicular ao plano β

2015, Época especial, grupo II
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