Resolucao Matematica 12°

Resolugao - Niimeros complexos

1. O ponto W ¢é o afixo de um numero complexo w tal que I'm(w) = —Re(w) entdo w

escrito na forma trigonométrica é da forma:
-7
w = |w|e"T

w? = (‘w‘ei%ﬂ)Q _ ‘w|2€z’%’rx2 _ ’w’2€z’77”

Calculando —iw?:

—iw? = €' x |w|2els = \w\%i(%ﬂ“%) — |w|2es" = |w|2eiT
Opcao(C)

2022, 1*fase

2. Vamos comecar por escrever os nimeros complexos —v/3 + i e v/2i na forma trigono-

métrica:
tg = —-L tg«9:—i3
V3 PN 3 @0:%e|—\/§+i|=\/4_1=2
0 € 2 ° Quadrante 0 € 2 ° Quadrante

V30 =26

V2i = +/2¢'2

Calculando 22 :
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Resolucao Matematica 12°

As solugoes da equacao z® = 8¢ sgdo:

2= V/8em = 2 F

, ke {0,1,2}

Para k=0, 2z =2¢'3 ¢ 3°quadrante

Para k=1, z = 2615 € 3°quadrante

O numero complexo que é solug¢ao da equagao e cujo afixo, no plano complexo, pertence

a0 terceiro quadrante é z; = 2¢'5 .

Escrevendo z; na forma algébrica:

2 =26e% =2(cos i +isindm) = 2(— 1 - 35) = —1 /3
1 3 3 2

2022, 1*fase

3. Substituindo na condicao z = = + yi:

xz=4s (x+y)lz—yi) =4’ - (yi)y =41 +y* =4

Esta condicao equivale a uma circunferéncia de centro na origem do referencial e raio

igual a 2.
Opgao(A)

2022, 2*fase
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Resolucao Matematica 12°

4. Vamos comecar por determinar o niimero complexo z:

p=h il = g a2 = 4 =024 =242

Escrevendo z na forma trigonométrica:

tLq@:_% tg 0 =—1
& & =75 ¢ |-242i|=/8=2V2

4
0 € 2 ° Quadrante 0 € 2 ° Quadrante
;3m
Logo z = 2/ 2¢i%
Como o ntmero complexo z é uma das raizes ctubicas de um nimero complexo w,
entao existem outras duas raizes de w que tém o mesmo modulo de z e o seu argu-

mento difere 2 do arg(z).

As outras duas raizes cubicas de w na forma trigonométrica sao:

20 = 2v/2ei T ez =2v/2ei s

2022, 2*fase

5. O nimero complexo z ja esta na forma trigonométrica logo sabemos o seu modulo e o

ser argumento:

lz|=e A arg(z)=e.

Como e~ 2,7enm~ 3,14 entdo § < arg(z) <m

Opgao(A)
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2022, Epoca especial

6. Vamos escrever o nimero complexo z; na forma algébrica:

2= (140)2X (244) +i7 = (1420 +4%) X (241) +3® = 2i(2+1) —i = 4i+2i®> —i = —2+3i

Calculando 2, na forma algébrica:

(3+24) (—2—34)
(—2+31)(—2—31)

21X22:3+2i<:><—2+31')X22:3+2i<:>22: 342 & 29 =

—2+3i =

—6—9i—45—6i2 134 .
6—9i—471—61¢ & 2o = 132<:>Z2:_Z

& 2= 179 13

Logo vem que sinf +icos = —i A 6 € (0,27 <

&sinfd=0 A cosf=—-1 AN Odel0,2n] <b=n

2022, Epoca especial

7. w é um dos vértices de um poligono regular com centro na origem do referencial.

85

.
Rl
=3

Il
@
Il
[

us . .
w = Z1 = 2614 —= 67'(%7%) = el
z2 ]

O mesmo poligono tem outro vértice sobre o semieixo real positivo que pode ser repre-

sentado pelo nimero complexo z = e®

Se este poligono tiver 7 vértices entao o angulo entre dois vértices consecutivos é igual

g 21

=, ou seja, se andarmos no sentido positivo do circulo trigonométrico o vértice con-
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Resolucao Matematica 12°

secutivo ao vértice representado por z é representado pelo ntimero complexo z; = e'’7
o que ultrapassa o vértice representado por w, por isso esta nao é a opgao correta pois

o afixo de w nao poderé ser nenhum dos vértices do poligono.

Se este poligono tiver 14 vértices entao o angulo entre dois vértices consecutivos é

igual a ?—Z = 7, ou seja, se andarmos no sentido positivo do circulo trigonométrico o

vértice consecutivo ao vértice representado por z é representado pelo ntimero complexo

. ) -
z1 = €'7 = w, esta é a opcao correta.

Opcao(B)

2021, 1*fase

8. Vamos comecgar por determinar na forma algébrica o nimero complexo w:

zixzg _ (=3+20)(142i) _ —3—6i+2i—4 _ —7—4i __ (=7T—4)(2+i) _ —14-7i—8i+4 _ —10—15i _

w =

23 2—i 2—i 2= =) (2+i) 22412 5

=—2-3i

Calculando o médulo de w: |w| = /(=2)2 + (=3)2=v4+9=V13 c.q.d

O afixo do nimero complexo w pertence ao 3° quadrante e como Re(w) > Im(w)

entao 2 < Arg(w) < ¥ & -3 < Arg(w) < -%  c.q.d.

2021, 1*fase

9. Vamos comecar por escrever o niimero complexo ¢ na forma trigonométrica:

S,
(VB
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Resolucao Matematica 12°

Calculando o niimero complexo w na forma trigonométrica:

zxw:i(i)ei%wxw:eig(:)w:;ii @w:%el(%*%w@w:%e—’%
e b
arg(w) = —% & arg(w) = —% + 21 < arg(w) = 2F

Opgao(A)

2021, 2*fase

10. Considerando z = x + y¢ vamos determinar a equacao da reta:

(1-20)z+(1-20)2+10=0< (1 —2i)(z +yi) + (1 — 2i)(z — yi) + 10 = 0 <

Sartyr+2ri—2y+r—yi—221—-2y+10=02r—4y+10=0 = 4y =22+ 10 &

O numero complexo cujos afixos pertencem a esta reta e que tem menor modulo é
o niamero complexo mais proximo da origem do referencial, ou seja, é o ponto resul-
tante da interse¢ao da reta y = 3 + g com a reta perpendicular a esta e que passa na

origem do referencial.

Vamos calcular o declive da reta perpendicular a reta y = 3 + g e que passa na

origem do referencial:

Assim sabemos que a reta perpendicular a reta y = 7 + g e que passa na origem do

referencial tem equagao:
y=—2x
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11.

Através de um sistema conseguimos calcular as coordenadas do ponto resultante da

intersecao das duas retas:

y==2+43 —2r=2+3 —4r =x+5 r=-1
<~ ~

O niimero complexo cujos afixos pertencem a reta y =  + g e que tem menor modulo

é —1+ 24.

2021, 2*fase

Vamos escrever os niimeros complexos z; e z; na forma algébrica:

9 = cos@ +isinf

2 = €
2y = 2¢"9F™ = 2(cos (0 + 7) +isin (0 + 7)) = 2(— cosf — isinf) = —2cosf — 2isinf
21+ 29 =cosf +isinf —2cosf — 2isinf = —cosd —isind

Logo o afixo do niimero complexo z; + 25 tem coordenadas (— cos @, —sin 0).

Como 6 pertence ao primeiro quadrante entao cosf > 0 e sinf > 0, ou seja, — cosf < 0

e —sinf < 0. Concluimos que o afixo do niimero complexo z; + 2z pertence ao terceiro

quadrante.

Opgao(C)

2021, Epoca especial
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13.

Resolvendo a equacao:
2 L2 (503 9 2 1T iT 9 _ :2 i _ o _
i+ 2 x (%)’ —2=0&1iz"+ ;¢2 x8e2 —2=0&iz" +2¢ 2=0«

. . ; . -3
@@z2—2—2:0@222:4®22:%@zQZ%X3<:>22:—42(:)z2:4e’7@

~

Z,(37”-5-2%
Sz=Vie\T 7 ), ke{0,1}
Os numeros complexos zy e 21 , escritos na forma trigonométrica, que sao solucao
da equacao:
P
Para k=0, , 2p=2 €'
- 37

Parak=1, , z1=2 e+

2021, Epoca especial

13.1. Vamos considerar o niimero complexo z na forma trigonométrica:

z = |z]e?

Fazendo o conjugado do niimero complexo z:
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Resolvendo a equagao:

2 =75 (|269)? = |zle ™ < |2]? = |z]e? <

sz =z2| AN 20=—-0+2kr, k€Z < |z]>—|2|=0 A 30=2%knr o

< zl(lz] —=1)=0 A 9:2’“7”<:>(|z|20 (¥1) V |z =1=0) A =27 &

3

Slzl=1 AN b0=2" keZ

(*1) z € um numero complexo nao nulo logo |z| # 0

Como as solugdes desta equagdo sao os vértices de um poligono regular (poli-
gono com todos os lados iguais) entdo 6 € [0, 27|

Para k =0, 21 =€ (0 € [0,2n])

Parak =1, 2= 5 (& € [0,27])

Para k=2, z3=¢'3 (4 €(0,2n])

Para k=3, 2= e's = ™ (2m ¢ [0,27])

Assim temos que os afixos dos ntimeros complexos 21, 2o € z3 sa@0 os vértices
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de um triangulo equilatero.

Sejas A o afixo do ntimero complexo z; que tem coordenadas A(1,0)

Escrevendo o ntimero complexo 2z, na forma algébrica:

- 27 .. .. .
2o = €'3 :cos%”—i—zsm%w:—cosg—l—zsmgz—%—i—z%g

Seja B o afixo do niimero complexo 2o que tem coordenadas B ( — %, ‘/75)
Calculando a distancia entre os pontos A e B:
2 2
A4B) = L= (=] + 0-9) =1+ 1 =52 = 2 = V3

O perimetro do triangulo equilétero é:

Ptridngulo =3 X \/g = 3\/g

13.2. Consideremos em C o ntimero complexo z = x + 1y.

Re(z) xIm(z) =1 & zxy=1 & y=1

Opcao(D)

2020, 1* fase

14.
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14.1. Vamos considerar o niimero complexo 2z, na forma algébrica:
2o=a+0bi, a,beRT"

o] =V5 & Va2 +2=5 & > +b* =5 (3)

Vamos simplificar e escrever o nimero complexo z; na forma algébrica:

_ 2 4 2(1+4i) 4 _ 242 | Ax(=9) _ ;  — ;
AT S T T s Ty 1T A==

21 X 29 =(1—3i) X (a+bi) =a+bi —3ai — 3bi* = a+ 3b+ (b— 3a)i

Sabendo que o afixo do numero complexo z; X 2z, tem coordenadas iguais fica-

mMos CoIM a equagao:
a+3b=b—3a & 4da=-2b & 2a=—-b & b=—-2a (4

Resolvendo o sistema resultante das equagoes (3) e (4):

a2 +v*=5 a’*+ (2a)*> =5 a’+4a®> =5 5a? =5
= = = =
b= —2a - -
a’?=1 a=1Va=-1 a=1 a=-—1
=4 =4 = V
N b= -2 b=2

Como o afixo do numero complexo z; X 2z tem coordenadas positivas entao

a+3b>0Ab—3a>0, portantoa =—1 A b= 2.
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2o =—14+2

14.2. Como k + i é uma das raizes quadradas do ntmero complexo 3 — 47, vem que:

k4+i=v3—4 & (k+i)?=3—-4i & K4+2%ki+i2=3—4i <

E2—1=3
& K- 1+42ki=3—-4 & & k=-2
2k = —4
Opcao(D)
2020, 2* fase
15. Fazendo o conjugado de z temos: z = —1 — 21.

Ambas as partes real e imaginaria de Z sao negativas logo o afixo de Z pertence ao
3° quadrante. Como a parte real é maior que a parte imaginaria entao o arg(z) tem de

ser maior que %’T (bissetriz dos quadrantes impares).

Opcao(D)

2019, 1* fase, caderno 1

16. Vamos comegar por simplificar e escrever o nimero complexo w na forma algébrica.

W = 21404277 _ 34+4i+i®+2(3—4i) _ 344i—146-8i _ 8—4i __ (8—4i)(—142) _ —8416i+4i—8i%2 __

Z1—72 3+4i—(4+61) —1-2i —1-2i — (—1-2i)(—1+2i) 1+4
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_ 200 _ oy,
== =4

A condicdo |z| = |w| < |z| = 4 representa uma circunferéncia de centro na ori-

gem e raio 4.

A condiggo Im(z) > 0 representa o semiplano em que a parte imaginéria é po-
sitiva ou igual a zero (1° e 2° quadrante) e a condi¢do Re(z) > 0 representa o

semiplano em que a parte real é positiva ou igual a zero (1° e 4° quadrante).

Assim, a intersecao das trés condigoes da a linha da circunferéncia que estd no 1°

quadrante que é equivalente a % do perimetro da circunferencia de raio 4.
1 1 1
LOgO, chircunferéncia =3 X 27r = 1 X 2 x4 =2m

2019, 1* fase, caderno 2

17. Vamos considerar que A ¢ o afixo do niimero complexo z = re'?.

Sabendo que r é a medida do lado do quadrado, conseguimos calcular DB:
DB =12 +12 & DB =+2r (r>0)

De acordo com a figura 1 o dngulo que o afixo de B faz com o eixo Ox ¢ igual a 0 + 7,

portanto B ¢ o afixo do namero complexo v/2re' @47,
V2ret0+i) = (reif?)(v/2e'7) = z(1 +1)
Opgao(A)

2019, 2* fase, caderno 1
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18.

19.

Vamos comecar por simplificar e escrever o nimero complexo w na forma algébrica.

B(2-30)—i(142) _ 6-9i—i+2 _ 8-10i _ (8-10)(1+i) _ 848i-10i+10 _ 18-2i _ g

w= 1+i7 43 1-i . (1-)(1+) 2 2 —t

Escrevendo a equacao da circunferéncia de centro no afixo de z; e raio igual a /53:
lz—(2-3))| =vh3 & |z—2+3i|=+53
Substituindo o ntimero complexo w na equagao da circunferéncia vem que:

9—i—2+3i| =53 & |[T+2i|=vVB3e VI2+22=63 < /53=1+/53

O namero complexo w verifica a equagao da circunferéncia logo ele pertence & circun-

feréncia de centro no afixo de z; e raio igual a v/53.

2019, 2* fase, caderno 2

Como o centro do quadrado coincide com a origem do referencial, todos os pontos A,
B, C e D sao equidistantes da origem, o que quer dizer que os niimeros complexos 27,

29, 23 € z4 tém a mesma norma.

Os ntmeros complexos 27 e z3 diferem entre si 180°, logo sao simétricos por isso temos

que z1 = —Z29.

Usando o raciocinio anterior também sabemos que zo = —24

21—|—22+2’3+Z4:O

Opgao(A)

2019, Epoca especial, caderno 1

A Raquel Explica-te 14



Resolucao Matematica 12°

20. Vamos comecar por simplificar e escrever o nimero complexo z na forma algébrica.

_ 504Dt 1 5421402 i 5+(I42i+i?)(I42i44%) i _ 542ix2i i _ 544i® i
T 242415 2 24213 2 2+2(—1) 2 7 2—2 2 7 2-2 2
1 i 242i i 2420 i 2424 2-2 1 _ 1,
T 2-2 27 (2—24)(2429) 27 8 2 8 — 8 T 4 4

Escrevendo o nimero complexo z na forma trignométrica:

1
tg0=—+ tg 0 =—1
4 ® @ 0=—fell=y(G) + () =¥
0 € 4°Quadrante 0 € 4°Quadrante
Logo, z = ‘/75 e i

Calculando 2", vem que:

Para que 2" seja um nimero real negativo temos que ter:

—M —w42%kn, k€Z ©&n=—-4-8k kel

Para k=0, n=—-4 ¢ N

Para k=1, n=—-12¢ N

Parak=—-1, n=4€N

Assim temos que o menor ntmero natural n para o qual z™ é um ntmero real ne-

gativo é 4.

2019, Epoca especial, caderno 2
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21.

22.

z = (cosx +isinx)? = ()10 = x10 = 197 = ¢o5(10x) + i sin(10z)

Sabendo que o niimero complexo z verifica a condigao I'm(z) = 3Re(z), vem que:

Im(z) = Re(z) & sin(10x) = £ cos(10z)

1
3 3

Recorrendo & calculadora grafica e fazendo a intersecao das duas funcoes da equacao

NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HMP I:I
[NTERSECT

Y2=(1-X)"ee ((~3X))

acima, temos:

Tendo em conta que x €]0, [, temos que x =~ 0, 03.
Opcao(B)

2018, 1* fase, caderno 1

Vamos comegar por simplificar e escrever o nimero complexo w na forma algébrica.

_ o 2vVBEP g 2VB-Ei _ | (VBBI(-20) _ | 2vB-avBinEiH2VER _ | 5B _
w=1+3955 = 55 F=1t (1+2z’)(zl—2z‘)z =1+ HEAEE = ]2

12422 5 .
=1-—V3i
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23.

Escrevendo o niimero complexo w na forma trignométrica:

tg 0 = V3 tg 0 =—3
' & S 0=—T ¢ |w=/12+3)2 =2
0 € 4°Quadrante 0 € 4°Quadrante
Logo, w = 2e™'3

Sabendo que w é uma raiz quarta de um certo complexo z, vem que:
s -4 -4
z=wt=(2e)1 =213 =16e'

As quatro raizes quartas de z sao:

p 47T+2k7r . —Ax T - —27 s
160~ — 16— :2@’%=2€l%a ke {0,1,2,3}

Para k=1,, 2z =2¢s (% €]0,3[)

Assim temos que a raiz quarta de z, cuja representcao geométrica pertence ao in-

tervalo ]0,Z[ & 2, = 2¢'5.

2018, 1* fase, caderno 2

Consideremos z; 0 niimero complexo cujo afixo é o ponto C. De acordo com a figura 3,
o ponto C pertence ao semieixo real negativo bem como a circunferéncia de raio igual

a 1, logo zo = —1.

Como z e 29 sao ambos raizes de indice 5 do mesmo niimero complexo, vem que:
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24.

25.

Opcao(A)

2018, 2* fase, caderno 1

Vamos comegar por simplificar e escrever o nimero complexo z na forma algébrica.

(2—0)2+1+i 15 A—diti® 4144 15—4x3 _ (4—31)(1+21) 3 A48i=3i—6i> _ . _
1o~ T = =% T30 = oz TV = T 3i =

:10;—51_3Z:2+2_3222—22

z =

Escrevendo o nimero complexo —% X Z na forma trignométrica:

tanQZ:—i tg0=1
& S Ol=m+I= ¢ |-1—i|=V2

4
0 € 3°Quadrante 0 € 3°Quadrante

Logo, w =v/2¢'T

2018, 2* fase, caderno 2

Sabe-se que:

Fazendo a divisao inteira de 2018 por 4, vem que:

Como o resto da divisao inteira de 2018 por 4 é igual a 2 entao 2918 = 2.
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2018 | 4
2 504

Observando o esquema abaixo percebemos que a soma de quatro em quatro parce-

las ¢é igual a zero.

1+ v+ 1+ L+ ...+ 1

Opgao(A)

2018, Epoca espe

26. Vamos resolver a

A416=0 < z*

//1

*2016

cial, caderno 1

equagao complexa:

=-16 & z'= 166“(116267-“)

+

7t
2017
1l

[ T}

+

//-1
22018

& (re)t =16e" <

& i) =16 o r=+v16 A da=n+2kr, ke€{0,1,2,3} <
S r=2ANa=2+%7 ke{0,1,23}

Para k=0, a=
Parak =1, a=
Para k =2, a=

ENE

€ 1° quadrante

Tt3= % € 2° quadrante
Tt 27” = 2% ¢ 3° quadrante

A Raquel Explica-te
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27.

Para k=3, a=7+ 37” = %’T € 4° quadrante

- ~ ~ T o 3m o gBm o gTn
As solugoes da equagdo complexa sdo {2e'1, 2e"1 | 2e"1 | 2e'1 }.

Os elementos do conjunto A sao todas as solugoes da equacao complexa tais que a
parte real é negativa (ou seja, sdo os nimeros complexos que pertencem ao 2° e 3°

quadrantes).
Assim os elementos do conjunto A sdo: {2¢'7, 2¢/F }

Apresentar os elementos do conjunto A na forma algébrica:

261 = 2(—(:08% + 7 sin %) = 2(_\/75 + \/751) = —V2+ V2

2ei T = 2(—cosy —isin}) = 2(_72 - \/T%) =—V2-2i

2018, Epoca especial, caderno 2

Sabendo que %’T < arg(z) < %’r & 7w+ 5 <arg(z) < 2r — 7§, vamos representar, no

plano complexo, a condi¢ao %’r <arg(z) < %T A Im(z) > —1:

Im(z) +

-1
@ >
PN . Re(z)
51 | T n
s 4
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28.

29.

A regiao definida pela condi¢ao é um tridngulo, calculando a sua area:

_ bxa __ 2x1 __
Atriﬁmgulo - o - =1

2

Opcao(D)

2017, 1* fase, grupo I

Vamos comegar por simplificar e passar para a forma algébrica os nimeros complexos

Z1 € Zo.
o= 1-3¢%9 _ 1-3¢3 _ 143i _ (1+39)(A—1) _ 1—i+3i—3i2 __ 14+2+3 __ 442 __ 244
L= "1+ = 1+ T 1+ (- 1+1 -2 T T2 =

2o = —3kcis(3) = —3k[cos(3F) + isin(3)] = —3k(0 — i) = 3ki

2

Sabemos que no plano complexo, a distancia entre a imagem geométrica de z; e a

imagem geométrica de 2, é igual a v/5, logo vem que:

21— 20| =V5 & [2+i—3ki| =V5 & [2+i(1-3k)| =V5 & /22 + (1 -3k)2 =6 &
SVA+T -6k +9k2=V5 & V5—6k+9%k2 =5 & 5-6k+9k* =5«
& —6k+9k*=0 & k(—6+9%)=0 & k=0V —6+9% =0 & k=0V k=2_

Como k e RY, k=23=2

2017, 1* fase, grupo II

z ¢ um namero complexo da forma: z = pcis().

-

o iz =lcis(5) x pcis(%) = peis(E + 5) = pcis(57)

e —5iz = beis(m) X pcz’s(%’) = bpcis(m + %) = 5/)Ci5(117_5r)
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30.

T _ s
e
Opgcao(A)

2017, 2* fase, grupo I

Vamos comecar por determinar a forma algébrica do niimero complexo zo.

4-31

— (4—34)(2—1)

zlxz_2:4—3i<i)(2+2’)><z_2:4—3i<:>z_2:2+i 2 = Tren
= 5:% =Y o 5=1-2

Logo, zo =142

Agora vamos escrever \/ﬁcis(g) na forma algébrica:

V2cis(Z) =v/2[cos(Z) + isin(Z)] :\/5(‘/35 + @‘/75) =24+2i=1+1

Vamos mostrar que o nimero complexo v/2cis(Z) verifica a condigio |2—z| = [2—z|:

lz—21| = |z—2| & [14+i—(2+i)| = [1+i—(1+2i)] & |[1+i—2—i = [14+i—1—2i|

& |-1=|-i & 1=1

Como |z — 21| = |2 — 2| entdo o nimero complexo /2cis(Z) estd a igual dis-

tancia dos numeros complexos z; e 29, ou seja, ﬂcz‘s(%) pertence & mediatriz do

segmento de reta z;2s.

2017, 2* fase, grupo II
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31.

32.

3

Sabemos que iz = % X iz = —iz.

A multiplicagao de um nimero complexo z por ¢ corresponde a uma rotagao de F
radianos da imagem geométrica de z, ou seja, neste caso e observando a figura 4, iz

corresponde & imagem geométrica do ponto B.

Como —iz é o simétrico da imagem geométrica de iz, entao —iz corresponde a uma
rotacao de 7 radianos da imagem geométrica de iz, logo —iz corresponde a imagem

geométrica do ponto D.
Opcao(D)

2017, Epoca especial, grupo I

Vamos comecar por simplificar e passar para a forma trignométrica o nimero complexo

21

O namero complexo 1 —i pertence & bissetriz dos quadrantes pares (4° quadrante) e

11— =y/12 + (—1)2 =V2.

" V2cis(—T) . - . -
A= \/%CiSG - \/562'594 - \/_%CZS(_Z - 0) = CZS<_Z - 0)

Escrevendo w na forma trignométrica temos:

w =7 % 2 = cis(§+0) x [cis(—F — 0)]* = cis(§ 4+ 0) x Vcis(—m —40) = cis(§ 460 —

4
T —40) = cis(—3F — 30)
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33.

34.

Como ¢ € |55, [ vem que:

T T 3 3 3 3 _ 3m 3r _ g 3t _ 3w
p<l0<ie T<3W<-535 & FT-FT<-FT-¥<-T-1 %
67 3w 97 _ 3m 6 3
G <7< - -5 e G <7 -3<-7
omo Arg(w — =%, —7| entao o nimero complexo w pertence ao uadrante
C Arg € 64, t pl pert 2° quadrante,

ou seja, Re(w) <0, Im(w)>0 e |w|=1.
Logo o nimero complexo w pertence ao conjunto A.

2017, Epoca especial, grupo 11

Como 6 € |r, %[, o nimero complexo 3cisf esta no 3°quadrante do plano complexo.
z = —3cisf é o simétrico da imagem geométrica de 3cisf, entao z corresponde a uma
rotacao de 7 radianos da imagem geométrica de 3cis6, logo, z estd no 1°quadrante do
plano complexo.

Opgao(A)

2016, 1* fase, grupo I

Vamos comecar por escrever o nimero complexo —1 +v/3i na forma trignométrica:

p=\/(-1? + /32 =vTT3=vi=2

tg@z\f—gl
< y0=r-3 <= 6’:2%

0 € 2°Quadrante
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Logo, —1+v/3i = 2cis(Z)

Vamos simplificar e escrever na forma trignométrica o niimero complexo z;:

__ 8cis§ __ _8cis§ _ 8 .; _2_7r: . _ 27
A= ves(E) scis(0 — ) = 4cis(0 )

Z0 X 29 = dcis(—0 + &) x cis(20) = 4cis(—0 + 3 + 20) = dcis(0 + &)

Para o nimero complexo Zy X zp ser um numero real entdo Arg(zy X z3) = km,

k€ Z:
0+Z =kr, k€Z & 0=-2+kn, kEL

Para k= —1, 6 <0 ¢]0, 7|

Para k=0, 0 = -2 ¢]0, 7|
Parak=1, §=—-2+7=% €J0,n|
Para k=2, 0=—-2 +2r =% ¢]0,7]

O valor de 6 €]0, 7| para o qual Z; X 2, ¢ um nimero real ¢ 6 = 7.

2016, 1* fase, grupo II

35. O poligono cujos vértices sao as imagens geométricas das raizes de indice 6 do nimero

complexo w é um hexagono regular.

Podemos decompor o hexagono regular em 6 triangulos equildteros em que o com-

primento do lado do hexagono é igual ao raio da circunferéncia em que o hexagono
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36.

esté inscrito, ou seja, € igual a |z|.

Calculando o médulo do nimero complexo z:
|z| =v/32+42 =25 =5

Logo o perimetro do poligono ¢ igual a:
P=6x5=30

Opcao(C)

2016, 2* fase, grupo I

Vamos simplificar e escrever na forma trignométrica o niimero complexo z.

O ntimero complexo —1 -+ pertence a bissetriz dos quadrantes pares (2° quadrante)

e | =14 =/(=1)2+ 12 =V2.

Ou seja, —1+1i =v2cis(m — ) =/2cis(3F)

z = =t — VIs(F) \/—icis(?’—’r — 20)
T (pcis0)? T p2cis(20) T p? 4
O ntimero complexo w = —/2i pertence ao semieixo imagindrio negativo (Arg(w) = 2r)

e |w| =v2.
w = —/2i :ﬂcis(%)
Como z = w temos:

2l =w| & Z=V2 & p*=1 & p=1 (p>0)
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37.

Arg(z) =Arg(w)+2km, k€ Z & ¥ —20=342kn, keZ < 20 =33 2k,

kEZ & 20=-3 _2%kn, k€Z & 9= —kn, keZ

Para k=0, 0 = -3 ¢]0, 7|

Parak =1, 0 <0 ¢]0,n|

Para k= —1, 0 = -3 + 7 =23 €]0,n]

Para k= -2, 0 = -3 + 27 = 7 ¢]0, 7

5m

O valor de § €]0,7[ e p para o qual z=w & 0 = 3

ep=1.

2016, 2° fase, grupo II

Arg(3+4i) > T ¢ [0, 7], por isso este nimero complexo nao pertence & regiao definida

pela condicao.

Re(6 + 2i) = 6 ¢ [1,5], logo este ntimero complexo também néo pertence a regiao

definida pela condigao.

Re(cish) = cos § = ‘/;’ ¢ [1,5], entao este nimero complexo também nao pertence a

regiao definida pela condicao.

Opcao(C)

2016, Epoca especial, grupo I
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38. Vamos comecar por simplificar o nimero complexo z:

2% = (M 20— B i i 1421
O namero complexo z = —1 — i pertence a bissetriz dos quadrantes impares (3°

quadrante) e | — 1 — | :\/(_1)2 F(—1)2 —\/2.
Ou seja, z = —1 —i =+ 2cis(m + ) :\/Qcis(%”)

Logo, z =v2cis(—2F)

3

Como w” = Z, através da formula de Moivre:

w= {N2is(—E) & w= {’/ﬁcis(_%ﬂ;%”), ke{0,1,2) & w= {3/561'5(_‘57”;2’”)7

ke {0,1,2}

Para k =0, w; = v/2cis(—3%)

Para k=1, wy = v/2cis(— i T) = V2cis(32) = V2cis(%)

Para k =2, ws = \/_CZS(_ 4 +47T) = {5/5023(111_;)

2016, Epoca especial, grupo 11

39. [ 4+4—4i| =3AE <arg(z) < & [z—(—4+4i)|=3ANE <arg(z) <&
Sabendo que |z — (—4 + 4i)| = 3 define uma circunferéncia de centro no afixo do
nimero complexo —4 +4i e raio igual a 3 e que § P < arg(z) < 3T ¢ aregido do 3° qua-

drante limitada pelo semieixo imaginario positivo e a bissetriz dos quadrantes pares,

vamos representar no plano complexo a linha definida pela condigao |z — (—4+44i)] = 3
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40.

NG <arg(z) <°F:

-4 . Ib‘ Re(z)

Logo o comprimento da linha definida pela condicao anterior, é igual a metade do

2nXraio __ 2wX3 __
5 = T = 3.

perimetro da circunferéncia de raio 3, ou seja, P =

Op¢ao(C)

2015, 1* fase, grupo I

Vamos comegar por simplificar e escrever o nimero complexo z na forma trignométrica.

o= 24219 2428 —2-2
V2cish V2¢ish V2cish

O namero complexo —2 — 2i pertence a bissetriz dos quadrantes impares (3° qua-

drante) e | —2 — 2i| =1/(—2)2 + (—2)2 =8 = 2V/2.

Ou seja, —2 — 2i = 2y/2cis(m + T) = 2y/2cis(F)

Logo, temos que:

—2-9; 2v/2cis(5X) . - . /5
= \/520'[529 - \/501'594 - %5628(5? - 0) = 2028(% - 0)
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41.

Para o ntiimero complexo z ser um nimero imaginario puro entao Arg(z) = 7 + km,

ke Z:

%—92%—#1{%, keZ < 9:%”—%—]{%, keZ & 9:%”—1437@

kel
Para k=0, 6 =37 €]0,2n]

Parak=1, 0 =3 —m=—-2 ¢0,27]

Para k= —1, § =3 +7 =1 €]0,2n]

Para k= —2, 0 =37 + 27 = 1% ¢]0, 2]

Os valores de # para os quais z € um imaginario puro sao ¢ = {%’r, %" .

2015, 1* fase, grupo II

Sabendo que o triangulo [OAB] é equilatero e que o ponto A pertence tem abcissa

igual a 1, vem que:
OB=1 & |z]=1

Podemos entao excluir as opgoes de resposta A e C.

Dado que o triangulo [OAB] é equilatero e que a imagem geométrica de z pertence ao

4° quadrante, temos que:

arg(z) = —3 & arg(z) =21 — % & arg(z) = %”

A Raquel Explica-te 30



Resolucao Matematica 12°

42.

Opgao(D)

2015, 2* fase, grupo I

Vamos comecar por simplificar o niimero complexo z:

—1+1

1= ﬁczs(%)

O ntimero complexo —1+4 pertence a bissetriz dos quadrantes pares (2° quadrante)

e | —14i =/(-1)2+12=V2.
Ou seja, —1+1i =v2cis(m — T) =v/2cis(3F)

_ =144 _\/icis(g’—”) V2 .3 s
1 _\/iczs(%) - \/icis(%) —\/—5028(

Logo, 7 = cis(—3F)

Como 2* = 77, através da formula de Moivre:

— 2 2k

z = {Jeis(—F) & z = Vlcis(—

3
ke {0,1,2,3}

), ke {01,23} & == cis(—iL2),

Para k = O, 21 = CZS(—%) = C/LS(—%)

27

Para k =1, 2y = cis(— 34+27r) = cis(13) = cis()

_2m
Para k =2, z3 = cis(——) = cis(1Z) = cis(

%)
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43.

44.

27

Para k = 3, 24 = cis(— 34+67r) = cis(XF) = cis(%)

2015, 2* fase, grupo II

De acordo com a figura 6, o centro do quadrado coincide com a origem e cada lado do
quadrado é paralelo a um eixo. Os vértices do quadrado estao sobre as bissetrizes dos

quadrantes por isso vamos considerar:

nn=a+bi zm=—a+b zm=—a—-b zg=a—0b

|z3— 21| = |za— 22| & |—a—bi—(a+bi)| =|a—bi—(—a+bi)| & |—a—bi—a—bi| =

=la—bi+a—bi| & |—2a—2bi]=|2a—2bi] Afirmacdo verdadeira

21+ 24 =2Re(z1) & a+bi+a—bi=2(a) < 2a=2a Afirmagao verdadeira

A=z & a-bi=ix(a+bi) & a—bi=a —b Afirmacio falsa

—Z1 =20 & —(a—bi)=—-a+bi & —a+bi=—a+bi Afirmagao verdadeira

2015, Epoca especial, grupo I

Sabemos que o angulo entre duas raizes de indice n consecutivas ¢ igual a 27” Como
z1 e zy sao vértices consecutivos do poligono regular, basta determinarmos o angulo

entre eles para calcularmos o nimero de lados n do poligono.

Vamos comecgar por simplificar e escrever na forma trignométrica os ntmeros com-

plexos z1 e 2.
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O numero complexo 1+ pertence a bissetriz dos quadrantes impares (1° quadrante)

e |1+ =V12 +12 =V2.

Logo, z1 = (1 +1)% = (/2cis(Z))® = (/2)5¢cis() = 8cis(3F)

O namero complexo 8i pertence ao semieixo imaginério positivo (Arg(8i) = 7) e

lw| = 8. Ou seja, 8i = 8cis(F).

— 8t _ 8as(3) 8 o(m 6y _ - (Lim
72 = cis(f%r) T oas(=8%) T 1028(2 + 5 ) - 8028( 10 )

9

O angulo entre z; e 2z, éigual a Arg(zs)—Arg(z1):

2015, Epoca especial, grupo 11
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