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Exercícios de exames - Teoremas: Bolzano, Weiertrass e Lagrange

1. Resolva este item sem recorrer à calculadora.

Seja g a função, de domínio
⇥
⇡
2 ,

3⇡
2

⇤
, definida por g(x) = x cos x+ sin x

Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que existe pelo menos um ponto

pertencente ao gráfico da função g tal que a reta tangente ao gráfico da função nesse

ponto tem declive �1
2

2021, 1
a

fase

2. Sejam f e g as funções, de domínio R , definidas, respetivamente, por f(x) = x
2

e

g(x) = cos x

Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que a equação f(x) = g(x) tem,

pelo menos, uma solução no intervalo
⇤
0, ⇡3

⇥
.

2020, 2
a

fase

3. Para um certo número real k , seja g a função, de domínio R, definida por

g(x) =

8
><

>:

x2�x
k�kx x < 1

x
8 � 10 + 8 ln x x � 1

Mostre, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos, que a função g tem, pelo me-

nos, um zero no intervalo ]
p
e, e[

2020, Época especial

A Raquel Explica-te 1



Teoremas: Bolzano, Weiertrass e Lagrange Matemática 12
o

4. Seja f uma função diferenciável no intervalo [0, 2] tal que:

• f(0) = 1

• 8x 2 [0, 2], 0 < f
0(x) < 9

O teorema de Lagrange, aplicado à função f em [0, 2], permite concluir que:

(A) 0 < f(2) < 18

(B) 1 < f(2) < 19

(C) 2 < f(2) < 20

(D) 3 < f(2) < 21

2018, 1
a

fase, caderno 1

5. Na Figura 1, está representada, num referencial o.n. xOy, parte do gráfico da função

h, de domínio R+
, definida por h(x) = lnx

x
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14. Na Figura 5, está representada, num referencial o.n.  xOy,  parte do gráfico da função  h,  de domínio

�
R ���GH¿QLGD�SRU�� lnh x x

x ^ h

Para cada número real  a  pertencente ao intervalo  ,2
1 1< F,  sejam  P  e  Q��RV�SRQWRV�GR�JUi¿FR�GD

função  h  de abcissas  a  e  2a,  respetivamente.

7DO�FRPR�D�¿JXUD�VXJHUH��D�UHWD��PQ��GH¿QH��FRP�RV�HL[RV�FRRUGHQDGRV��XP�WULkQJXOR�UHWkQJXOR�

Mostre que existe, pelo menos, um número real  a  pertencente ao intervalo  ,2
1 1< F  para o qual esse  

triângulo é isósceles.

Sugestão:�FRPHFH�SRU�LGHQWL¿FDU�R�YDORU�GR�GHFOLYH�GD�UHWD��PQ  para o qual o triângulo é isósceles.

FIM

O

h

x

y

P

Q
a

2a

Figura 5

Figura 1

Para cada número real a pertencente ao intervalo
⇥
1
2 , 1

⇤
, sejam P e Q os pontos do

gráfico da função h de abcissas a e 2a, respetivamente.
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Tal como a figura sugere, a reta PQ define, com os eixos coordenados, um triângulo

retângulo.

Mostre que existe, pelo menos, um número real a pertencente ao intervalo
⇥
1
2 , 1

⇤
para

o qual esse triângulo é isósceles.

Sugestão: comece por identificar o valor do declive da reta PQ para o qual o tri-

ângulo é isósceles.

2018, 1
a

fase, caderno 2

6. Seja g uma função contínua, de domínio R , tal que:

• para todo o número real x, (g o g)(x) = x

• para um certo número real a, tem-se g(a) > a+ 1

Mostre que a equação g(x) = x+ 1 é possível no intervalo ]a, g(a)[

2016, 2
a

fase, grupo II

7. Seja f a função, de domínio R, definida por

f(x) =

8
><

>:

ex�
p
e

2x�1 se x <
1
2

(x+ 1) ln x se x � 1
2

Mostre que a equação f(x) = 3 é possível em ]1, e[ e, utilizando a calculadora gráfica,

determine a única solução desta equação, neste intervalo, arredondada às centésimas.

Na sua resposta:

• recorra ao teorema de Bolzano para provar que a equação f(x) = 3 tem, pelo

menos, uma solução no intervalo ]1, e[
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• reproduza, num referencial, o(s) gráfico(s) da(s) função(ões) que visualizar na

calculadora, devidamente identificado(s);

• apresente a solução pedida.

2015, 1
a
fase, grupo II

8. Um cubo encontra-se em movimento oscilatório provocado pela força elástica exercida

por uma mola.

A Figura 2 esquematiza esta situação. Nesta figura, os pontos O e A são pontos fixos.

O ponto P representa o centro do cubo e desloca-se sobre a semirreta ȮA
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GRUPO II

1D�UHVSRVWD�DRV�LWHQV�GHVWH�JUXSR��DSUHVHQWH�WRGRV�RV�FiOFXORV�TXH�WLYHU�GH�HIHWXDU�H�WRGDV�DV�MXVWL¿FDo}HV�
necessárias.

4XDQGR��SDUD�XP�UHVXOWDGR��QmR�p�SHGLGD�D�DSUR[LPDomR��DSUHVHQWH�VHPSUH�R�YDORU�H[DWR�

1. (P��C���FRQMXQWR�GRV�Q~PHURV�FRPSOH[RV��seja  
cis

z i
2 12

1
1 r
= − +

'HWHUPLQH�RV�Q~PHURV�FRPSOH[RV��z��TXH�VmR�VROXomR�GD�HTXDomR�� z z4
1 ���VHP�XWLOL]DU�D�FDOFXODGRUD�

$SUHVHQWH�HVVHV�Q~PHURV�QD�IRUPD�WULJRQRPpWULFD�

2. 8P�FXER�HQFRQWUD�VH�HP�PRYLPHQWR�RVFLODWyULR�SURYRFDGR�SHOD�IRUoD�HOiVWLFD�H[HUFLGD�SRU�XPD�PROD�

$�)LJXUD���HVTXHPDWL]D�HVWD�VLWXDomR��1HVWD�¿JXUD��RV�SRQWRV��O  e  A� �VmR�SRQWRV�¿[RV��2�SRQWR� �P  
UHSUHVHQWD�R�FHQWUR�GR�FXER�H�GHVORFD�VH�VREUH�D�VHPLUUHWD��OAo

PO
A

Figura 2

$GPLWD�TXH�QmR�H[LVWH�TXDOTXHU�UHVLVWrQFLD�DR�PRYLPHQWR��

6DEH�VH�TXH�D�GLVWkQFLD��HP�PHWURV��GR�SRQWR��P  ao ponto  O  é dada por

send t t1 2
1

6r r= + +] cg m
A variável  t��GHVLJQD�R�WHPSR��PHGLGR�HP�VHJXQGRV��TXH�GHFRUUH�GHVGH�R�LQVWDQWH�HP�TXH�IRL�LQLFLDGD�D�
contagem do tempo  ,t 0 3! �^ h6 6 .

Resolva os itens 2.1. e 2.2. sem recorrer à calculadora.

2.1. 1R�LQVWDQWH�HP�TXH�VH�LQLFLRX�D�FRQWDJHP�GR�WHPSR��R�SRQWR��P  coincidia com o ponto  A 

'XUDQWH�RV�SULPHLURV�WUrV�VHJXQGRV�GR�PRYLPHQWR��R�SRQWR��P  passou pelo ponto  A  mais do que 
uma vez.

'HWHUPLQH�RV�LQVWDQWHV��GLIHUHQWHV�GR�LQLFLDO��HP�TXH�WDO�DFRQWHFHX�

$SUHVHQWH�RV�YDORUHV�H[DWRV�GDV�VROXo}HV��HP�VHJXQGRV�

2.2. -XVWL¿TXH�� UHFRUUHQGR� DR� WHRUHPD� GH� %RO]DQR�� TXH� KRXYH�� SHOR� PHQRV�� XP� LQVWDQWH�� HQWUH� RV�
WUrV�VHJXQGRV�H�RV�TXDWUR�VHJXQGRV�DSyV�R� LQtFLR�GD�FRQWDJHP�GR�WHPSR��HP�TXH�D�GLVWkQFLD�GR 
ponto  P  ao ponto  O  foi igual a  1,1  metros.

Figura 2

Admita que não existe qualquer resistência ao movimento.

Sabe-se que a distância, em metros, do ponto P ao ponto O é dada por

d(t) = 1 + 1
2 sin

�
⇡t+ ⇡

6

�

A variável t designa o tempo, medido em segundos, que decorre desde o instante em

que foi iniciada a contagem do tempo (t 2 [0,+1[).

Justifique, recorrendo ao teorema de Bolzano, que houve, pelo menos, um instante,

entre os três segundos e os quatro segundos após o início da contagem do tempo, em

que a distância do ponto P ao ponto O foi igual a 1,1 metros.

2015, 2
a
fase, grupo II
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