Exame 22 Fase 2016 Matemaéatica 12°

Proposta de Resolugao do Exame Final Nacional de Matematica A

Prova 635 | 22 Fase | Versao 1 | Ensino Secundario | 2016

Grupo I

1. Sabendo que P(A N B) = 0,6 conseguimos calcular P(A U B):
PANB)=0,6 & PAUB)=0,6 & 1-P(AUB)=0,6 <& P(AUB)=0,4

Calculando P(A N B):

P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB) & P(ANB)=0,2+0,3-0,4 &
< P(ANB)=0,1

Usando a férmula da probabilidade condicionada:

__ P(AnB) _ 01 _ 1
P(AIB) = =53~ =053 =3

Opgao(A)

2. A experiéncia repete-se varias vezes e de forma independente, logo a distribuicao de
probabilidades segue o modelo binomial.

Numero de repeticoes da experiéncia: n =5
Probabilidade de o Carlos encestar: p = 0,4
Probabilidade de o Carlos nao encestar: g=1—p=1-0,4=0,6

Usando a férmula do modelo binomial temos:

P(O Carlos encestar exatamente 4 vezes)= P(X =4) = °C, 0,4 0,6' =0, 0768

Opgao(C)
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3. Usando as propriedades dos logaritmos temos:

log, (ab®) =5 & log,a+log,b> =5 < 1+3log,b=5 < 3log,b=4 &
<:>logab:§l

Assim temos que:

Opcao(B)

= L = 0% (Limite notavel)

. R TR
4. limu, = lim Z; = lim s

3‘m5|>—t

Logo, lim f(u,) = lim f(z) = lim lnx = In0*t = —o0
z—07* z—0t

Opgao(A)

5. Como os lados [AC] e [QR] sao pralelos temos que:

AOP = PQR

Consideremos o triangulo retangulo [OQR], pela definigao de cosseno vem que:

cos = % & cosa = %2 & QR = cosa
Pela defini¢ao de seno vem que:
sina = % & sina = @ < OR=sina

De acordo com a figura 1, a altura do triangulo [PQR] ¢ igual a 2 x OR.

Assim a area do tridngulo [PQR] é igual a:

__ bxh _ QRx20R __ cosax2sina __ sin(2a)
A[PQR] - 2 - 2 - 2 - T2
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Opgao(D)

6. O poligono cujos vértices sao as imagens geométricas das raizes de indice 6 do ntimero
complexo w é um hexagono regular.

Podemos decompor o hexagono regular em 6 tridngulos equilateros em que o com-
primento do lado do hexdgono é igual ao raio da circunferéncia em que o hexégono

estéd inscrito, ou seja, é igual a |z|.

Calculando o médulo do ntimero complexo z:
|z| =v32 +42 =y25=5

Logo o perimetro do poligono é igual a:

P=6x5=30

Opgcao(C)

7. Vamos comegar por representar, num referencial o.n. xQOy, o quadrado definido pela
condicao 0 <z <4 A 1 <y <5, bem como a circunferéncia inscrita neste quadrado.

A

y
5
4.

\_/

3N .

21 !

1 [
 —— >
0 1 2 3 4 x

Concluimos que a circunferéncia tem centro de coordenadas (2, 3) e raio igual a 2.

Opgao(C)
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8. Sabemos que u,, € uma progressao geométrica.
xr xr Xr xr

N NN

Uy Ug Ug U; Ug
Logo temos que:

ug =ug xrt & 8192=32x1r! & T:i4% s r=4 (r>0)

Conhecendo a razao da progressao geométrica conseguimos determinar o quinto termo
da sucessao:

Upi] = Uy XT & Us =Usg XT & Uz =32x4 & us =128

Opgao(B)

Grupo II

1.1. Consideremos os acontecimentos:
A: A soma dos nimeros das fichas retiradas é igual a 10

B: O produto dos ntumeros das fichas retiradas é impar

No contexto da situagao descrita, P(B|A) é a probabilidade do produto dos nu-
meros das fichas retiradas ser impar sabendo que a soma dos nimeros das fichas
retiradas € igual a 10.

O numero de casos possiveis é igual ao nimero de pares de fichas em que a soma
dos nameros das fichas retiradas é igual a 10, ou seja, sao 4 pares: (1,9);(2,8);(3,7)
e (4,6).

O ntmero de casos favoraveis é igual ao ntumero de pares de fichas dos casos
possiveis em que o produto dos nimeros das fichas retiradas é impar: (1,9) e (3,7).

Assim usando a Regra de LaPlace:
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P(BlA)=2=1

1.2. No total existem 9 fichas (todas diferentes), quatro com nimero par e cinco com
numero impar.

No tabuleiro existem 4 filas horizontais logo o niimero de formas que existem
para dispor as quatro fichas com numeros pares (todas diferentes entre si) no ta-
buleiro, ocupando uma tnica fila horizontal é igual a 4 x 4!.

Depois de colocadas as fichas pares restam 16 — 4 = 12 posi¢oes disponiveis
no tabuleiro que podem ser ocupadas por fichas com nimero impar. O ntmero
de formas que existem para dispor as cinco fichas com nimeros impares (todas
diferentes entre si) nas restantes posi¢oes do tabuleiro é igual a 2 Aj

Assim o nimero de maneiras diferentes de dispor as nove fichas de forma que
as que tém numero par ocupem uma tnica fila horizontal do tabuleiro é:

4 x 4! x 12 A5 = 9123840

2. Vamos simplificar e escrever na forma trigonométrica o niimero complexo z.

O namero complexo —1+ 4 pertence a bissetriz dos quadrantes pares (2° quadrante)

e | —1+i =/(1)2+ 12 =V2.

Ou seja, —1+i=+2cis(m — T) =v/2cis(%F)

; cis(3x .
PR E e (4)—‘/5023(‘%—29)

T (pcish)2 — p2cis(20) — p?

O ntimero complexo w = —/2i pertence ao semieixo imaginério negativo (Arg(w) = )

e |w| =v2.
w = —/2i =V2cis(3)

Como 2z = w temos:
2l =Jw| & B=v2 & p’=1 p=1 (p>0)

Arg(z) =Arg(w)+2km, k€Z & 3 —-20=3+42kn, ke Z & 20 =33 _2knr,
keZ & 20=-2"—2kn, keZ & 0=-"—kn, kel

4 8
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Para k=0, 0 = -3 &]0, 7]

8

Para k=1, 6 <0 ¢]0, 7|

Para k= —1, 0= -3 +7 =22 €]0,7]

Para k = =2, 0= -3 + 21 = L% &0, 7]

O valor de § €]0,7[e pparao qual z=w é 6=

3.1.

3.2.

51

c ep=1

O vetor normal do plano « é um vetor diretor da reta perpendicular a este plano.
Logo o vetor diretor da reta tem coordenadas (3,2,4).

Uma equacao vetorial da reta que tem vetor diretor de coordenadas (3,2,4) e
passa no ponto C é:

(r,y,2) =(2,1,4) + k(3,2,4), keR

Vamos comegar por escrever as equagoes cartesianas da reta OD.

O vetor diretor da reta OD é:
OD =D —0=(4,2,2) — (0,0,0) = (4,2,2)

As equagoes cartesianas desta reta OD sao da forma:

z—0 _ y—0 __ 2—0 _ Y
4 2 T2 A 2

[\CJRN

z
4

Para calcular as coordenadas do ponto de interseccao da reta OD com o plano «
temos de resolver o sistema de equacoes:

3r+2y+42—-12=0 3r+2y+42—-12=0 IX2y+2y+4y—12=20
i=1 S qr=2y A
1= e
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3.3.

12y =12 y=1
& —— —— = r=2
- — =1

O plano « e a reta OD intersectam-se no ponto de coordenadas (2,1, 1).

O ponto A pertence ao semieixo positivo Ox por isso tem ordenada e cota nu-
las, substituindo na equacao do plano « os valores da ordenada e cota podemos
calcular o valor da abcissa do ponto A:

3r+2y+42—-12=0 & 24+04+0-12=0 & x =12

Logo o ponto A tem coordenadas (2,0,0).

O ponto B pertence ao semieixo positivo Oy por isso tem abcissa e cota nu-
las, substituindo na equacao do plano « os valores da abcissa e cota podemos
calcular o valor da ordenada do ponto B:

dr+2y+42—-12=0 & 0+2y+0-12=0 & y=6

Assim, o ponto B tem coordenadas (0, 6,0).

Como o ponto P pertence ao eixo Oz entdao tem abcissa e ordenada nulas, as-
sim as coordenadas do ponto P sao:

P(0,0,z), onde z € R\{0}

—
As coordenadas do vetor PA sio:

PA=A—P=(20,0) —(0,0,2) = (2,0, —2)

As coordenadas do vetor ﬁ sd0:
PB=B—P=(0,6,0) —(0,0,2) = (0,6, —2)

Calculando o produto escalar dos dois vetores vem que:

PAPE = (2,0,—2).(0,6,—2) =04+ 04 (—2)2 =22 >0, ¥z R\{0}
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4.1.

4.2.

—
Como o produto escalar dos vetores PA e ﬁ é positivo entao o angulo APB é
agudo.

Dy =] — %, 400], logo s6 podera existir uma assintota obliqua de equagio y =
mx + b quando r — +o00.

> m = lim £® — Jim z=he — iy e 9y be 9=
r—+o0o0 T z—4o00 T T—+00 T z—+oo T

(Limite notavel)

»b= lim f(zr)—2z= lim z—Inz—2= lim —Inz =—o0
T—~400 T—+00 T—+00

Como o valor de b nao é finito entao nao existe assintota obliqua quando — +oc.

Vamos comegar por determinar a expressao algébrica da primeira derivada da
funcao f para x €] — %,0[:

f/([L') — ( 2+sinz )/ — (cos ) (cos &) —(— sin z) (2+sin x) — cos2 x+2sinz+sin?z __ 142sinz
cosT cos? x cos? x cos? x

Os extremos relativos de f correspondem aos zeros da primeira derivada, logo
temos que:

fllr) =0 & 202 — () o 14 2sine =0 A cos’z #0 &<

cos?

& sine = —3 Acosz #0 (Como z €] — Z,0] entdo cosz > 0) <
Sr=—-F+2krVr=n+% —|—2k7r<:>x——%+2k;7r\/x:%f+2kﬂ, LeZ
Para k= -1, v=—-% — 27 \/x—gr—27r<:>

B LT T R
Parak:(),x:—%e]—g,o[\/g;:%f ]_gyo[

Para k=1, x:—%+27r\/x:%r+27r &
so=l g 0lve="15 ¢ 50

De modo a estudarmos a monotonia da fun¢ao f vamos construir um quadro
de sinal:
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4.3.

T | =3 -z 0
F@) nd | - | 0 |1 |nd
f(z) | nd. | N\ | Minimo | /| n.d.
O grafico de f é decrescente no intervalo | — 5, —gls, € crescente no intervalo
[—%,0[ e tem um minimo para x = —%.

Vamos comegar por determinar a expressao algébrica da primeira derivada da
funcao f para x > 0:

fl(z)=(x—lnz) =1-

SHL

Como o declive da reta tangente ao grafico da funcao f no ponto de abcissa % é
igual ao valor da derivada nesse ponto, vem que:

m:f/(g):1—§:1—2=—1

Portanto, a equagao reduzida da reta tangente ao gréafico da func¢ao f é da forma:

y=x+0b

Substituindo as coordenadas do ponto (3, f(3)) (que pertence a reta) na equagao
da reta tangente, conseguimos determinar a constante b:

y=—2+b & fl)=-i+b e l-Imhi=-1+b & i+l-m2'=b &
s1—(-1)ln2=b & b=1+1In2

Assim, a equagao reduzida da reta r é:

y=—-r+1+1In2

Como a reta r intersecta o grafico de f em dois pontos, A e B, cujas abcissas
pertencem ao intervalo | — 7, 0[, entdo temos que:

Zsine — 414 1n2

COS T
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Recorrendo a calculadora gréafica, vamos determinar as abcissas dos pontos A e B:

b 1 gl A 0 1 - w AN ) D hJ 1 B b O i 0 1 - w EFAD ) D
: . 1 ¥ 1
Y2=-K+1+1n(2)

Y2=-K+1+1n(2)

Intersection Intersection
®=-1.189958 ¥=2.8831053 ®="0.166703 Y¥=1.85985605
ra~=—1,19 rp ~ —0,17

5.1. Substituindo na equagao p = 24, conseguimos calcular a n:

__ 600x0,003 _ 1,8 —0,003n __ 1,8 —0,003n __ 1,8
P= T oo & 24= 17— & l—e "=5 & e "=1l- &
_ 18 _ (-7 ~
< —0,0083n=In(l1-3) & n=-——5;3" < n~26

Assim concluimos que o empréstimo serd pago em 26 meses.

5.2. lim —9%%2_ — 600 lim —%— = —600 lim —%— = =% |j;py ——=nz_ —
g0 L—e7" z—0 —(e7me—1) z—0 € "1 N _pgo € 1L
= 000 % ﬁ = %00 x 1 = 890 (Limite notéavel)
1m —_—
—nz—0 —ne

Quando taxa de juro tende para zero (xr — 0), a prestagdo mensal a ser paga
¢é aproximadamente 600, o que corresponde a pagar o montante do empréstimo em

n

n parcelas iguais, durante n meses.

6. Seja h uma funcao tal que:

Queremos provar que h(z) = 0 tem pelo menos uma solugao no intervalo |a, g(a)|.
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A funcao h é continua em R pois resulta de operagoes de funcoes continuas neste
intervalo. Logo h também é continua em [a, g(a)], porque [a, g(a)] C R.

Calculando os valores de h(a) e h(g((a)):
> h(a)=g(a) —a—1
Sabendo que g(a) > a + 1, temos que h(a) >a+1—a—1 < h(a) >0

> h(g(a)) = g(g(a)) —a—1
Como g o g(a) = g(g(a)) = a, temos que h(g(a)) =a—a—1=—-1<0 < h(a) >0

Assim temos que: h(a) x h(g(a)) <0
Pelo corolario do Teorema de Bolzano a fungao h tem pelo menos um zero em |a, g(a)l,

isto é, a equagao h(x) = 0 tem, pelo menos, uma solugao em |a, g(a)[. Assim concluimos
que a equagao g(zr) = x + 1 é possivel no intervalo ]a, g(a)|.
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